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Sommario

La tesi presenta una rassegna di approcci multimodello al problema dell’ap-
prendimento supervisionato. In particolare, sono stati studiati, implementati
ed estesi, il metodo neuro-fuzzy inference system, basato sul formalismo fuzzy,
e il metodo di regressione locale lazy learning. Tali metodi sono stati applicati
a casi di studio per ’approssimazione di funzione e per la predizione di serie
temporali. Viene inoltre presentato un problema reale di analisi finanziaria
affrontato con il metodo lazy learning.
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Introduzione

Il problema dell’apprendimento supervisionato puo essere definito come un ca-
so di stima di dipendenza tra variabili (Vapnik, 1995). Si supponga di avere a
disposizione un’insieme di esempi sotto forma di coppie (z, y), in cui x & un vet-
tore che descrive una determinata situazione ambientale, e y & uno scalare® che
rappresenta la risposta fornita da un supervisore alla situazione individuata
da x. Apprendere il comportamento del supervisore a partire dalle coppie am-
biente-risposta, o in termini piu ingegneristici ingresso-uscita, significa, da un
punto di vista matematico, ricostruire la funzione multivariata y = F(z) a par-
tire da un’insieme di campioni della funzione stessa. Il problema dell’apprendi-
mento ¢ dunque, in questo senso, equivalente al problema dell’ approssimazione
funzionale (Poggio & Girosi, 1990).

Un’altra disciplina che tratta problemi simili a quelli dell’apprendimen-
to supervisionato e la teoria dell’identificazione: e facile infatti riconoscere
nella definizione di processo di apprendimento sopra fornita, il processo di
identificazione di un modello di tipo black box (Ljung, 1993).

Queste osservazioni portano a dare la seguente definizione del problema
dell’apprendimento supervisionato:

Apprendere significa stimare una funzione non nota, a partire da
campioni estratti da questa.

I metodi di approssimazione funzionale, e quindi di apprendimento, possono
essere classificati in due grandi categorie: quella dei metodi globali, e quella
dei metodi locali.

I diversi metodi globali di approssimazione funzionale, quali ad esempio
quelli che considerano polinomi o reti neurali multistrato (Rumelhart & Mec-
Clelland, 1986), prevedono che un singolo modello parametrico venga utiliz-
zato per approssimare la funzione F'(z) su tutto il dominio di interesse. L’ap-
proccio globale puo rivelarsi inappropriato quando le caratteristiche della fun-
zione F'(z), e la densita degli esempi disponibili, variano fortemente all’interno
dello spazio della variabile di ingresso x (Lawrence et al., 1996).

L estensione al caso in cui y sia un vettore non presenta ulteriori difficolta concettuali e
puo essere ottenuta considerando pilu problemi scalari distinti.



2 Introduzione

L’approccio locale, o multimodello, affronta il problema complesso dell’ap-
prossimazione di una funzione non lineare, riducendolo ad una serie di sotto-
problemi piu semplici (Jacobs et al., 1991a). Il dominio della funzione F(z)
viene partizionato in regioni all’interno delle quali la funzione data e ben ap-
prossimabile da modelli locali dotati di una semplice struttura parametrica.
L’approssimazione di F'(z) & dunque data dalla ricomposizione di pit approssi-
mazioni parziali fornite dai vari modelli locali, valide ciascuna in una determi-
nata regione del dominio della funzione F(z) stessa. L’approccio multimodello
puo essere visto (Zbikowski et al., 1994) come un’estensione dell’approccio clas-
sico alla modellizzazione di un sistema non-lineare; approccio che prevede la
linearizzazione del sistema in esame nell’intorno di un punto di lavoro dato.
Un modello cosi ottenuto, risulta valido nelle vicinanze del punto di lavoro
individuato, ma fornisce una rappresentazione la cui qualita si degrada all’al-
lontanarsi da questo. Nell’approccio multimodello, vengono definiti piu punt:
di lavoro, e a ciascuno di questi e associato un modello locale assieme alla rel-
ativa regione di validita, in modo tale che 'unione delle varie regioni definite
copra l’intero spazio della variabile .

In letteratura esistono diversi metodi che sono espressione del paradigma lo-
cale. In particolare, appartengono alla famiglia dei metodi multimodello gli ap-
procci gerarchici quali classification and regression tree CART (Breiman et al.,
1984), multivariate regression splines MARS (Friedman, 1991), ID3 (Quinlan,
1993) e hierarchical mizture of experts HME (Jordan & Jacobs, 1994). Questi
metodi generano una partizione dello spazio di ingresso in regioni annidate e,
utilizzando un approccio proprio dei metodi di classificazione (Duda & Hart,
1973), determinano regole di decisione per attribuire ogni valore z ad una de-
terminata classe di punti dello spazio di ingresso, per i quali la funzione F'(z) ha
la massima probabilita di essere correttamente approssimata da uno specifico
approssimatore locale. Altri metodi appartenenti alla medesima famiglia sono
i metodi di approssimazione lineare a tratti (Skeppstedt et al., 1992) (Billings
& Voon, 1987), le radial basis functions RBF (Powell, 1987), una serie di
metodi provenienti dalla letteratura statistica quali i modelli non-parametric
state-dependent (Priestley, 1988), il modello smooth threshold AR (Tong, 1990),
e altri metodi basati sull’utilizzo delle spline (Kavli, 1993). E’ inoltre interes-
sante notare come certe forme di gain scheduling (Shamma & Athanas, 1990),
adottate nel settore del controllo, derivino dalle stesse considerazioni che han-
no portato ad affrontare problemi di approssimazione funzionale attraverso
architetture multimodello.

A Johansen e Foss (1993) si deve la formalizzazione di una classe generale
di modelli che prende il nome di local model networks LMN. All’interno di tale
classe, sotto certe condizioni, possono essere descritte molte delle architetture
citate.

Una trattazione separata deve essere riservata all’architettura neuro-fuzzy (Tak-
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agi & Sugeno, 1985) (Jang, 1993). Pur essendo a tutti gli effetti un approc-
cio multimodello e pur essendo dimostrata, per particolari configurazioni, la
sua equivalenza funzionale alle radial basis functions (Jang & Sun, 1993), e
alle local model networks (Hunt et al., 1994), ’approccio neuro-fuzzy proviene
storicamente da un settore piu vicino dell’intelligenza artificiale simbolica, e
di questa conserva alcune caratteristiche peculiari.

L’approccio neuro-fuzzy ha origine dall’approccio fuzzy linguistico (Zadeh,
1973) (Mamdani, 1977) che descrive qualitativamente un fenomeno attraverso
insiemi di regole di produzione simili a quelle che costituiscono i sistems esperti.
Il modello fuzzy viene interpretato come un particolare approssimatore para-
metrico a cui si possono applicare tecniche di apprendimento. Pur sacrificando
parte della leggibilita caratteristicha dei modelli fuzzy tradizionali ai fini di una
pill accurata approssimazione, ’architettura neuro-fuzzy consente all’analista
un certo controllo nella fase di identificazione del modello. In particolare,
consente di incorporare nel modello conoscenza a prior:i sul comportamento
assunto dalla funzione F'(z) in determinate regioni dello spazio di ingresso per
le quali & dato un modello fisico, o che non sono sufficientemente coperte da
esempiZ. In questo senso, dal punto di vista della teoria dell’identificazione
dei modelli, I'architettura neuro-fuzzy e da considerarsi come una particolare
struttura gray bozx (Ljung, 1993), all’interno della quale & possibile incorporare
CONOSCeNnza, G Priori.

In generale, per tutti i metodi citati, il problema dell’apprendimento puo
essere formulato operativamente come un problema di ricerca del modello che,
sull’intero dominio di definizione della funzione in esame, minimizza una cifra
di merito globale, indice della bonta dell’approssimazione fornita e data dal
valore atteso dell’errore di stima commesso dal modello stesso. La ricerca del
modello che minimizza una tale cifra di merito riflette la filosofia dei grand:
campioni (Vapnik, 1995): tra tutti i modelli alternativi, quello scelto in base
al criterio della minimizzazione di una cifra di merito globale & il modello che
fornisce in termini probabilistici la migliore prestazione, se usato per stimare
i valori assunti da F'(z) in un grande numero di punti. In altri termini, il
presupposto che giustifica 'identificazione di un modello, o come nel nostro
caso di una struttura multimodello, attraverso la minimizzazione di una cifra di
merito globale, e che I'approssimatore cosi ottenuto venga realmente utilizzato
per stimare il valore assunto dalla funzione in esame, in un grande numero di
punti distribuiti su tutto il suo dominio. Seguendo il criterio illustrato, la stima
del valore assunto in un determinato punto x, dalla funzione non nota, viene
effettuata in due passi. In un primo passo viene identificato un modello della
funzione in esame, e in un secondo passo il modello ottenuto viene valutato

2Si pensi ad esempio al problema dell’identificazione di un modello di un impianto in-
dustriale che, per motivi di sicurezza, non & possibile portare in determinati regimi di
funzionamento.
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nel punto z,.

I metodi di apprendimento locale finora presentati, sono tutti caratter-
izzati dall’essere composti da piu approssimatori, ciascuno dedicato ad una
diversa regione dello spazio di ingresso, che vengono ricombinati per generare
un’unica struttura multimodello che approssima la funzione F(z) su tutto il
dominio di interesse. Questi metodi, dunque, prevedono tutti la definizione di
una struttura di arbitraggio che determini quale (o quale combinazione) dei
diversi modelli locali debba fornire un’approssimazione del valore assunto dalla
funzione F'(x) in un determinato punto z,.

Esistono in letteratura altri approcci locali in cui non viene generata nes-
suna rappresentazione complessiva della funzione in esame. Questi approcci
sono noti sotto il nome collettivo di memory-based learning in quanto 1'unica
forma di rappresentazione della funzione F'(x) di cui dispongono ¢ fornita dagli
esempi dati e immagazzinati in una memoria; per contrasto gli altri metodi
visti vengono definiti model-based learning. Negli approcci memory-based per
ogni stima del valore y, assunto da F'(z) in uno specifico punto x,, viene gen-
erato un solo modello locale che agisce indipendentemente dagli altri modelli
generati per stimare la funzione in punti differenti. Non e pill necessaria quindi
una struttura di arbitraggio.

Punto di partenza per lo sviluppo dei metodi memory-based € 1’osservazione
che la definizione di apprendimento vista potrebbe essere pitul forte del neces-
sario. Nella maggior parte dei casi € possibile infatti dare dell’apprendimento
una definizione piu debole, e quindi meno vincolante che, come vedremo, con-
sente di trattare in maniera piu adeguata quelle situazioni in cui e disponibile
solo una limitata quantita di informazione, ed e richiesta ’applicazione della
conoscenza estratta dagli esempi solo a pochi e ben precisi casi di test.

Tipicamente ci si trova a dover affrontare un problema che puo essere for-
malizzato nel seguente modo: dato un insieme Z di campioni di una funzione
non nota e un punto di test x,, si vuole stimare il valore ¥, assunto in x,
dalla funzione in esame. L’obiettivo, in questa riformulazione del problema,
e dunque quello di stimare il valore che una funzione non nota assume in un
determinato punto. E’ chiaro quindi che stimare il valore y, in due passi risul-
ta non essere piu strettamente necessario. Queste considerazioni evidenziano
come lo schema classico per risolvere il problema relativamente semplice della
stima del valore assunto da una funzione non nota in un dato punto, risolve pri-
ma un problema intermedio decisamente piu complesso, cioe I'identificazione
di un modello che equivale alla stima dei valori che la funzione in esame as-
sume in tutti gli infiniti punti appartenenti al suo dominio di definizione. Puo
accadere che gli esempi Z non siano sufficienti per stimare correttamente la
funzione in esame, ma che 'informazione disponibile sia ugualmente sufficiente
per stimare il valore della funzione in un dato punto (Bottou & Vapnik, 1992).

Il problema dell’apprendimento da esempi, sulla base di queste consider-
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Modello

Induzione Deduzione

Predizione

Transduzione

Figura 1: Tre diversi tipi di inferenza.

azioni, puo essere ridefinito nella maniera seguente:

Apprendere significa stimare il valore che assume punto per pun-
to una funzione non nota, avendo come unica informazione un
insieme di valori assunti dalla funzione stessa in altri punti.

Per comprendere la portata di questa ridefinizione, si rende necessario affi-
ancare alle forme di inferenza tradizionalmente considerate, induzione e de-
duzione, una terza forma. Se l’induzione € il movimento dal particolare al
generale e la deduzione & quello dal generale al particolare, la stima, del valore
assunto in un dato punto da una funzione non nota direttamente da esempi
¢ da descrivere (Vapnik, 1995) attraverso una terza forma di inferenza che
prende il nome di transduzione e che consiste nel movimento dal particolare al
particolare.

La differenza tra la definizione di apprendimento ora introdotta e quella
inizialmente presentata, puo essere vista in termini filosofici e portata nel-
I’ambito del discorso sulla natura dell’intelligenza. La capacita di apprendere
dall’esperienza € una delle caratteristiche di un essere intelligente e definire
I’apprendimento la come stima di una funzione significa, in un certo senso,
ritenere che l'intelligenza abbia che vedere con la capacita di inferire regole
generali a partire dal particolare. La definizione dell’apprendimento come
stima del valore assunto da una funzione in un dato punto, significa invece
ritenere che la base di un comportamento intelligente sia [’intuizione o una
sorta di inferenza ad-hoc.
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Contributi originali

Il lavoro presentato riguarda fondamentalmente tre architetture multimodello
per I'apprendimento supervisionato: Hierarchical Mizture of Fxperts, Neu-
ro-Fuzzy, e Lazy Learning. Gli aspetti sviluppati non ancora trattati in letter-
atura sono i seguenti:

e Per quanto riguarda I'architettura Hierarchical Mizture of Experts, si e
fatto uso di un metodo statistico (cross-validation) per determinare la
dimensione ottimale dell’albero binario che costituisce la struttura del
modello.

e Nell’ambito dell’approccio Neuro-Fuzzy si € impiegata una particolare
tecnica di clustering nello spazio ingresso-uscita, per inizializzare il mod-
ello. Questa tecnica offre notevoli vantaggi rispetto alle tecniche di
inizializzazione piu comunemente utilizzate che sfruttano informazioni
relative solo allo spazio di ingresso. Il metodo sviluppato consente di in-
dividuare insiemi di esempi che appartengano allo stesso iperpiano nello
spazio ingresso-uscita e che quindi siano effettivamente descrivibili dalla
stessa regola.

e Per quanto riguarda I’approccio lazy learning, si & estesa la versione locale
del metodo di validazione Press statistic (Atkeson et al., 1996), anche al
caso di polinomi di grado frazionario, noti in letteratura con il nome di
polynomial mizing (Mallows, 1974).

e Sempre per quanto riguarda ’approccio lazy learning, si € sviluppa-
to un metodo per rendere adattativa e locale sia la scelta della strut-
tura dell’approssimatore, sia quella della dimensione del neighborhood
considerato.

Prodotto del lavoro svolto € anche un toolbox public domain sviluppato in
matlab® e disponibile all’indirizzo web http://iridia.ulb.ac.be/~mbiro/.
Tale toolbox implementa una serie di approcci standard all’apprendimento
attraverso architetture neuro-fuzzy e lazy; propone inoltre, in alternativa a
quelli tradizionali, i vari algoritmi originali presentati in questa tesi.

Schema della tesi

La tesi ha la seguente struttura.

Capitolo 1. Nella prima parte di questo capitolo definiamo una serie di stru-
menti dell’analisi statistica adatti per affrontare il problema della stima
di una distribuzione di probabilita. Nella seconda parte del capitolo
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presentiamo una teoria unitaria dell’apprendimento da esempi visto in
termini statistici (Vapnik, 1995): 'apprendimento supervisionato ¢ una
forma di inferenza dai dati che puo essere convenientemente ricondotta
alla stima di una distribuzione di probabilita.

Capitolo 2. Presentiamo uno schema generale di un processo di apprendimen-
to visto come la definizione di un modello a partire da una quantita
limitata di dati. In questo capitolo illustriamo i vari passi logici che por-
tano dall’osservazione di un fenomeno, attraverso le fasi necesserie per
determinare la struttura ottimale di un modello del fenomeno stesso, fino
all’acquisita capacita di riprodurlo. Vengono presentati inoltre una serie
di metodi adatti per validare un modello identificato a partire dai dati
disponibili quando questi siano scarsi.

Capitolo 3. In questo capitolo illustriamo tre diversi approcci all’apprendi-
mento multimodello presenti in letteratura. In particolare sono trattati
gli schemi mizture of experts, fuzzy inference systems, e lazy learning.

Capitolo 4. In questo capitolo trattiamo a fondo il problema dell’identificazione
di un modello neuro-fuzzy. Illustiamo, in particolare, una metodolo-
gia, basata sul metodo di validazione cross validation, per determinare
la struttura ottima del modello considerato. Presentiamo inoltre un
metodo di clustering nello spazio congiunto ingresso-uscita adatto per
inizializzare ’algoritmo di identificazione.

Capitolo 5. In questo capitolo presentiamo un metodo memory-based adatta-
tivo. Tale metodo stima il valore che la funzione in esame assume in un
punto assegnato, adattando automaticamente una serie di parametri sul-
la base delle informazioni acquisite attraverso un processo di validazione
locale.

Capitolo 6. Confrontiamo nelle stesse condizioni sperimentali alcuni metodi
multimodello appartenenti alle classi mizture of experts, neuro-fuzzy, e
lazy learning. Presentiamo un problema di ricostruzione di una super-
ficie nota solo attraverso campioni affetti da rumore, e un problema di
predizione di una serie temporale caotica. Descriviamo inoltre un’appli-
cazione del metodo lazy learning adattativo ad un caso reale di predizione
nell’ambito finanziario.

Conclusioni. Per concludere proponiamo un breve confronto tra gli approcci
studiati e presentiamo alcuni sviluppi futuri.
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Convenzioni grafiche

s Esito di un esperimento casuale.

) Insieme degli esiti possibili.

a Evento.

A Insieme degli eventi possibili.

P(a) Probabilita dell’evento a.

(S, A, P) Spazio probabilistico.

9 Vettore di parametri.

v Vettore di parametri casuali (stima di Bayes).

(G) Generatore di vettori casuali.

(S) Supervisore.

(M) Macchina che apprende.

f(z,a) Funzione implementata da (M).

o Vettore di parametri.

A Insieme dei possibili valori assunti da a.

C(y, f(z,)) Funzione di costo.

R(«) Funzionale di rischio.

f(z, ap) Estremante del funzionale di costo.

Pemp(Z,Y) Densita empirica congiunta.

Remp () Funzionale di rischio empirico.

fz, ) Estremante del funzionale di rischio empirico.

x € R4 Variabile casuale multivariata tipicamente di ingresso.
y Variabile casuale di uscita, tipicamente scalare.

zi = (%3, ¥5) Coppia ingresso-uscita: i-esimo esempio del training set.
n Numero di osservazioni disponibili.

Z ={z1,%,...,2,} Insieme delle osservazioni disponibili: training set.
P(-) Distribuzione di probabilita. Anche Py(-)

p(+) Densita di probabilita. Anche p,(-)

prob{z < ¢} Probabilita che la variabile casuale z sia minore di g.
7(7) Probabilita discreta.

ne j-esima componente del vettore wu.

f™(z, ) Multimodello composto da m modelli locali.

fi(z,8;) j-esimo modello locale.

Ty Punto in cui stimare la funzione nel lazy learning.
fe(zy, ) Modello locale nel lazy learning.

P Grado del polinomio approssimante nel lazy learning.

k Numero di vicini considerati nel lazy learning.



Capitolo 1

Fondamenti statistici della
Teoria dell’Apprendimento

In questo capitolo introdurremo la teoria dell’apprendimento e mostreremo che
1 processi di apprendimento possono essere convenientemente descritti come
processi di inferenza statistica.

Nel seguito della tesi ci occuperemo di apprendimento a partire da dati
empirici ed esamineremo diversi approcci a quella branca dell’intelligenza ar-
tificiale che va sotto il nome di machine learning. Tratteremo alcuni metodi
che consentono di estrarre conoscenza su un determinato fenomeno, a partire
da un insieme di osservazioni ripetute del fenomeno stesso.

L’uso intensivo che faremo di dati empirici richiede che ci si appoggi agli
strumenti forniti dall’analisi statistica. Nella prima parte di questo capitolo
introdurremo i concetti fondamentali della statistica e mostreremo come in
letteratura e affrontato il problema della stima di una funzione di densita di
probabilita dato un insieme di osservazioni estratte da questa. Nella seconda
parte del capitolo presenteremo quindi una teoria unitaria dell’apprendimento
ispirandoci alla formalizzazione presentata da Vapnik (Vapnik, 1995).

1.1 Probabilita e statistica

Secondo I’assiomatizzazione della teoria della probabilita dovuta a Kolmogorov,
un esperimento casuale € caratterizzato da tre elementi.

Il primo di questi ¢ 'insieme S che prende il nome di insieme degli esiti.
Gli elementi s di tale insieme sono ogni possibile risultato dell’esperimento
casuale in questione. Spesso non sono i singoli esiti ad essere significativi,
ma si ¢ interessati al verificarsi di certe combinazioni o raggruppamenti di
esiti. Tali raggruppamenti prendono il nome di eventi. Il secondo elemento
caratterizzante un esperimento casuale ¢ quindi I'insieme A che prende il nome
di insieme degli eventi. Questo insieme ¢ tale per cui ogni evento a € A & un

9
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sotto insieme di S. Il terzo ed ultimo elemento che caratterizza un esperimento
casuale ¢ una funzione P(-) : A+ [0, 1] detta probabilita, che associa ad ogni
evento un numero reale compreso tra zero e uno, estremi inclusi.

Un modello di un esperimento casuale ¢ quindi univocamente determinato
qualora sia definito lo spazio probabilistico individuato dalla terna (S, .4, P).

Una variabile casuale definita sull’esperimento (S, .A,P), ¢ una variabile z
il cui valore dipende dall’esito s dell’esperimento.

Il problema fondamentale della probabilita consiste (Vapnik, 1995), dato
Pesperimento casuale (S, .4, P), nel dedurre le caratteristiche probabilistiche di
una variabile casuale z definita a partire dall’esperimento casuale in questione.

1l problema fondamentale della statistica consiste invece nello stimare, date
n osservazioni indipendenti di una variabile casuale z, la misura di proba-
bilita P caratterizzante I’esperimento casuale a partire dal quale la variabile z
considerata ¢ stata definita.

La statistica e la teoria della probabilita risultano quindi essere due dis-
cipline speculari. La teoria della probabilita e sviluppata come un modello
astratto le cui conclusioni sono deduzioni a partire da assiomi; la statistica
e ’applicazione della teoria a problemi reali e mira ad indurre un modello
generale a partire dall’osservazione empirica ripetuta di realizzazioni partico-
lari di una variabile casuale. In questo senso, la statistica fornisce un corpo
di conoscenze e di metodi che si rivelano preziosi per fondare una teoria e
una pratica dell’inferenza a partire da dati empirici e quindi, in particolare,
dell’apprendimento da esempi.

1.2 Stima di una densita di probabilita

Una prima forma di induzione di un modello statistico a partire da dati em-
pirici e la stima di una densita di probabilita. Tale forma di induzione, come
vedremo in seguito, costituira la base su cui verra costruita la teoria dell’ap-
prendimento. Parallelamente, sul versante pratico, noteremo come i metodi
sviluppati per affrontare il problema della stima di una densita costituiscono
il punto di partenza dal quale verranno sviluppati i metodi di apprendimento
che introdurremo.

Il problema della stima di una densita di probabilita consiste nell’inferire
un modello di una funzione di densita di probabilitd p(z) non nota, dato un
numero finito di osservazioni {z1, 2, . . ., 2, } estratte dalla funzione di densita
stessa. Distinguiamo tre diverse classi di metodi per stimare una densita di
probabilita:

Metodi parametrici. Sono metodi che partono dall’assunzione che la densita
di probabilita da cui le osservazioni sono estratte, appartenga ad una
determinata famiglia parametrica di funzioni. Il modello risulta quindi
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essere descritto da un numero fissato a priori di parametri i cui valori
sono identificati attraverso un processo di ottimizzazione che adatta il
modello alle osservazioni disponibili.

Metodi non parametrici. Questi metodi non fanno alcuna assunzione a pri-
ori sulla funzione di densita di probabilita da cui sono estratte le os-
servazioni. Il numero di parametri impiegati per descrivere il modello,
cresce al crescere del numero delle osservazioni disponibili. La forma
del modello risulta quindi determinata esclusivamente dalle osservazioni
stesse.

Metodi semi parametrici. Sono metodi in cui il numero di parametri che de-
scrivono il modello, non e fissato a priori e puo variare in maniera
indipendente dal numero di osservazioni disponibili.

1.2.1 Stime parametriche

In questo approccio si assume che la densita di probabilita p(z) da stimare,
appartenga alla famiglia di funzioni rappresentabili dal funzionale p(z, /), dove
¥ € un parametro vettoriale di dimensione definita e fissata a priori. Il valore
di tale parametro e identificato attraverso un processo di ottimizzazione che
adatta il funzionale p(z, ) all'insieme dei dati disponibili Z = {21, 29, .. ., 2, }.

Stimatori lineari

Si supponga che l'insieme delle osservazioni sia stato generato dal seguente
sistema:

Z=H9+R,

dove Z ¢ il vettore delle n osservazioni, H € una matrice di dimensione n Xk con
n > k, ¥ € un parametro vettoriale di dimensione £ x 1 e R € una realizzazione
di un vettore casuale i cui componenti sono rumore o errori di misura, associati
alle osservazioni; si assume che tali errori abbiano valore atteso nullo.

Uno stimatore lineare di 9 ha la seguente forma:

9 = BZ.
Se in particolare si pone
B=H"H)'H",
lo stimatore lineare prende il nome di stimatore dei minimi quadrats:
Omg = (H'H)"'H" Z.

Lo stimatore dei minimi quadrati possiede un gran numero di proprieta inter-
essanti che ne giustificano la notevole diffusione:
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e ¢ semplice da realizzare,
e ¢ non polarizzato,

e se E[RRT] = 02 con I matrice unitaria!, risulta essere lo stimatore a
minima varianza.

Per queste sue proprieta, lo stimatore dei minimi quadrati ¢ detto essere il
migliore stimatore lineare.

Nel caso pitl generale in cui risulti E[RRT] = K, con K matrice generica,
vale il seguente teorema di Gauss-Markov.

Teorema 1. Si consideri il modello:
Z =HvY+ R,

dove 7 e il vettore delle n osservazioni, H é una matrice n X k con n > k,
¥ € un parametro vettoriale di dimensione k X 1 e R ¢ una realizzazione di
un vettore casuale. Si assuma che E[R] = 0 e che E[RR'] = K. Sotto queste
ipotest, lo stimatore lineare non polarizzato a minima varianza di 9 risulta
essere:

) =(HTK'H)'H'K'Z.

Massima verosimiglianza

Si consideri la funzione di densita p(z,¥) che dipende da un parametro vetto-
riale ¥, e un insieme di osservazioni Z = {z1, 2, ..., 2, } estratte indipenden-
temente dalla densita di probabilita p(z, ) stessa. La densita di probabilita
congiunta dell’intero insieme di osservazioni risulta essere:

p(Z,9) = Hp(zi,ﬁ) = L(9),

dove per un dato insieme di osservazioni n, la funzione L dipende solo da ¥ e
prende il nome di verosimiglianza di 9 dato Z.

La tecnica della massima verosimiglianza consiste nel massimizzare la fun-
zione L(¥), con l'obiettivo di trovare il valore piu verosimile per il parametro
vettoriale ¥ dato 'insieme di osservazioni Z. La stima di ¥ nell’ottica della
massima verosimiglianza, risulta essere:

~

Y = arg max L(9).

! Ciosignifica ipotizzare che le componenti di rumore sulle n osservazioni siano
indipendenti e identicamente distribuite.
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In pratica, invece che massimizzare L(1), spesso risulta pilt conveniente min-
imizzare ’opposto del logaritmo della funzione di verosimiglianza, in questo
caso si ha:

0 = arg mgn (—In (L(9))).

Stima bayesiana

Si consideri la funzione di densita p(z, 99), tale funzione dipende da un parametro
vettoriale 1 il quale, nell’ottica classica, ¢ una quantitad costante non nota
che deve essere stimata utilizzando solamente l’'informazione contenuta nel-
I’insieme Z delle osservazioni. A volte pero, il parametro 9 non & totalmente
sconosciuto e sarebbe utile sfruttare I'informazione su di esso disponibile.

Nell’ottica bayesiana, il parametro 1 & visto come una variabile casuale
9 e la densita di probabilita di z ¢ interpretata come una densita condizion-
ata p(z|9), dove si sia assunto ¥ = ¢. L’informazione a priori disponibile
sul parametro 1 viene usata per assegnare in qualche modo alla variabile ca-
suale ¥ una densita di probabilita a priori pg(19) che, attraverso il teorema di
Bayes, viene convertita nella relativa densita a posteriori py(¥|Z) utilizzando
le osservazioni disponibili Z.

La statistica bayesiana trasforma quindi il problema della stima di un
parametro costante non noto ¢, in un problema di predizione del valore assunto
da una variabile casuale 9.

Il teorema di Bayes puo essere scritto nella seguente forma:

p(Z]9)p(Y)
p(9|Z) = )
(12) p(Z)
Essendo le osservazioni Z estratte indipendentemente, risulta

n

p(Z19) = [ [ p(z19),

i=1

quindi

p(¥72) = ﬂ ﬁ zi|9).
»(2) p(zi
z:l
Dato I'insieme di osservazioni Z, I'espressione finale della densita di probabilita
p(z) & ottenuta integrando su tutti i possibili valori del parametro ¥, la densita
di probabilita di z condizionata a 1}, pesata dalla densita a posteriori di .

Formalmente risulta:

p(z) = / plz, 9] 2) dv) = / p(2/9)p(9]2) d
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Tipicamente la soluzione analitica di tale integrale ¢ molto complessa ed e
possibile solo per quella classe di funzioni di densita di probabilita per le
quali la densita a posteriori ha la stessa forma analitica di quella a priori. La
distribuzione gaussiana appartiene a tale classe.

1.2.2 Stime non parametriche

L’espressione stima non parametrica si riferisce al fatto che il modello della
funzione di densita di probabilita da stimare, non appartiene ad una famiglia
parametrica definita a priori indipendentemente dall’insieme Z, ma dipende
strettamente da quest’ultimo.

Sia z una variabile casuale con densita di probabilita p(z) non nota. Si
consideri la regione r definita nello spazio della variabile z. La probabilita che
un valore z estratto dalla distribuzione p(z) cada all’interno della regione r é:

Pr =prob{z e r} = /p(z) dz.

Si consideri un insieme di osservazioni Z = {z1, 2y, ..., 2,} estratte indipen-
dentemente dalla densita di probabilita p(z), e sia k la variabile casuale che
rappresenta il numero di osservazioni appartenenti a Z che cadono all’interno
della regione r. La densita di probabilita di k e data da:

_ n! k n—k
La variabile casuale k/n & tale che:
Elk/n] = Pr,
e
Pr(1—-P
El(k/n — Pry] = LrL=Pr).
n

La varianza di k/n converge a zero per n — oco. E’ ragionevole quindi attender-
si che una buona stima della probabilita Pr possa essere fornita dal rapporto
k/n, dove k & il numero di punti appartenenti a Z che cadono all’interno della
regione r. Formalmente:

k
Pr & —. 1.1
. (11)
Se si assume che la densita di probabilitd p(z) sia continua e che non vari
apprezzabilmente all’interno della regione r, ¢ possibile approssimare la prob-

abilita Pr con:

Pr= / p(2) dz = p(z)V;
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dove V ¢ il volume della regione r. Per quei valori di z appartenenti alla
regione 7, la densita di probabilita p(z) risulta quindi approssimabile con:

k

. (1.2)

p(2)
[’approssimazione dell’equazione (1.1) richiede che la regione r considerata
sia grande, in modo tale che contenga un numero significativo di osservazioni;
allo stesso tempo, affinché 'approssimazione dell’equazione (1.2) non introd-
uca distorsioni, € auspicabile che r sia piccola in maniera tale da assicurare
che all’interno della regione stessa la densita di probabilita p(z) non vari ap-
prezzabilmente. Queste due condizioni chiaramente contrastanti, impongono
la necessita di una scelta di compromesso per quanto riguarda la dimensione
della regione r. In letteratura esistono due approcci duali alla stima non
parametrica:

Parzen Windows. Seguendo questo approccio, viene fissato a priori il volume
V; il numero di osservazioni che cadono all’interno della regione r dipende
dalle caratteristiche dell’insieme Z.

k-Nearest Neighbors. Consiste nel fissare il numero di osservazioni che si vuole
siano contenute all’interno della regione r; il volume V della regione
stessa viene fatto variare di conseguenza.

Parzen Windows

Si consideri I'ipercubo di lato A centrato nel punto z. Il volume di tale ipercubo
risulta essere

vV =ht

dove d ¢ la dimensione dello spazio vettoriale a cui z appartiene. Si definisca
la funzione kernel (Parzen Window) come:

1 seuP|<1/2perj=1,...,d,
H(U)={

0 altrimenti;

dove u9) ¢ la j-esima componente del vettore u. Risulta quindi che la quantita

#(5)

ha valore uno per tutte e sole quelle osservazioni appartenenti all’insieme
7Z ={z1,22,...,2,} che si trovano all’interno dell’ipercubo di lato h e cen-
trato nel punto z. Il numero delle osservazioni interne al volume V' & dato
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da:

kziH(Z;z)

La stima del valore della densita di probabilitad p(z) nel punto z, fornita dal
metodo Parzen Windows e data da:

" Z — Z;

H i
(5
ppw(z): nhd )

dove come gia visto, £ € numero di osservazioni interne all’ipercubo, n e il
numero totale di osservazioni disponibili e h, parametro che caratterizza il
metodo, ¢ il lato dell’ipercubo considerato.

La stima cosi ottenuta € discontinua sullo spazio della variabile z; per
ottenere una stima smooth € possibile utilizzare funzioni kernel definite in
maniera differente, purché soddisfino i seguenti requisiti:

H(u)>0  Vu,

/H(u) du=1.

In letteratura & comune 1'utilizzo come funzione kernel della gaussiana, fun-
zione che gode della proprieta di essere continua con tutte le sue derivate.
L’approccio Parzen Windows presenta i seguenti difetti:

e lo stimatore ottenuto € polarizzato

e questo metodo, per operare, necessita di tutto ’insieme dei dati contem-
poraneamente. Cio crea dei problemi pratici e rende il metodo inefficiente
quando si debbano trattare insiemi di osservazioni di grandi dimensioni.

K-Nearest Neighbors

Si consideri un’ipersfera centrata nel punto z. Si faccia crescere il raggio
fintanto che k osservazioni appartenenti all’insieme Z cadano nella regione di
spazio delimitato dall’ipersfera stessa. La stima fornita dal metodo Nearest
Neighbors del valore della densita di probabilita p(z) nel punto z, ¢ data da:

k
nV’
dove k e il valore del parametro che caratterizza il metodo, n e il numero totale

di osservazioni disponibili e V' & il volume dell’ipersfera considerata.
Gli svantaggi associati a questo metodo sono i seguenti:
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e formalmente la stima fornita non € una probabilita: il suo integrale esteso
a tutto lo spazio della variabile z non ¢ uguale a uno ma diverge.

e come il metodo Parzen Windows, anche il metodo Nearest Neighbors
necessita dell’intero insieme Z e presenta quindi gli stessi problemi pratici
per insiemi delle osservazioni di grandi dimensioni.

1.2.3 Stime semi parametriche

I due approcci alla stima di una densita fin ora introdotti, quello parametrico e
quello non parametrico, presentano vantaggi e svantaggi. In questo paragrafo
presenteremo 1’approccio semi parametrico che intende combinare i vantaggi
dei due metodi visti.

Seguendo ’approccio parametrico, il modello usato appartiene ad una de-
terminata classe di funzioni che in generale potrebbe non contenere nessuna
istanza adatta a modellizzare la densita di probabilita in esame. Dal punto
di vista computazionale pero, i metodi parametrici sono molto efficienti, sia
per quanto riguarda l’identificazione che per quanto riguarda la valutazione
del modello.

L’approccio non parametrico consente di prendere in considerazione mod-
elli molto pill generali che non I'approccio parametrico. Ad ogni modo, un
modello non parametrico e inefficiente in quanto richiede I'utilizzo dell’intero
insieme delle osservazioni per ogni valutazione del modello stesso.

L’approccio semi parametrico e tale per cui il numero dei parametri, cioe
la, complessita del modello, non e funzione della dimensione dell’insieme delle
osservazioni ma e determinata dalle caratteristiche della densita di probabilita
che deve essere modellizzata. I modelli semi parametrici dunque sono in grado
di adattarsi al problema specifico in esame.

Lo svantaggio di questo approccio € che l'identificazione di un modello
semi parametrico e tipicamente piu complessa e costosa in termini di tempo
di quella di un modello parametrico o non parametrico.

Come abbiamo visto, nell’approccio Parzen Windows il modello della fun-
zione densita di probabilita & ottenuto come combinazione lineare di n funzioni
kernel, ciascuna centrata su una delle n osservazioni. Il modello che presen-
tiamo ora & anch’esso costituito dalla combinazione lineare di funzioni ma in
questo caso, il numero m di tali funzioni & un parametro del modello e, tipi-
camente, € molto inferiore a n. Il modello semi parametrico che consideriamo
prende il nome di mizture of density e ha la seguente forma:

p() = plali)r(i), (1.3

dove p(z|j) e il j-esimo contributo alla densita totale e w(j) & il relativo
coefficiente di combinazione.
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L’equazione (1.3) puod essere interpretata come la densita di probabilita
di un insieme di dati appartenenti a classi diverse, caratterizzate ciascuna da
una diversa funzione di densita. Seguendo questa interpretazione, il coeffi-
ciente 7(j) puo essere visto come la probabilitd a priori che una determinata
osservazione z; appartenga alla classe j-esima. I coefficienti 7(j), essendo
probabilita, devono soddisfare le seguenti condizioni:

2T =1
0<m(j) <1

Analogamente, la funzione p(z|j) puo essere vista come la densita di prob-
abilita associata alla classe j-esima, deve quindi soddisfare la seguente con-
dizione:

/p(z|j) dz = 1. (1.4)

Dato questo schema interpretativo, I'insieme dei dati Z = {2z, 29,...,2,} &
visto come se la singola osservazione z; fosse estratta dalla densita condizionata
p(z|7), dove j &, a sua volta, estratta dalla densita discreta 7(7). Una proprieta
importante della combinazione di densita (1.3) & che, per un gran numero di
differenti funzioni p(z|7), tale modello ¢ in grado di approssimare una qualsiasi
funzione di densita con accuratezza arbitraria, purché il numero di componenti
m sia sufficientemente grande e i coefficienti siano scelti in maniera corretta.
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1.3 Teoria dell’apprendimento

Lo schema generale di un processo di apprendimento da esempi, schema cui
faremo riferimento in questa tesi, € quello proposto da Vapnik. Tale schema
contempla tre elementi:

e Un generatore (G) di vettori casuali x € R¢, estratti indipendentemente
da una funzione di densita di probabilita p(x) fissa ma non nota.

e Un supervisore (S) che, dato un vettore di ingresso x, restituisce un valore
di uscita y € R secondo la funzione di densita condizionata p(y|z) fissa
ma non nota.

e Una macchina (M) che @ in grado di implementare un insieme di funzioni
f(z,a) con a € A, dove A & un insieme di parametri®.

Nel contesto cosi definito, diremo che la macchina (M) apprende il compor-
tamento del supervisore (S) se € in grado di selezionare tra le possibili funzioni
f(z,a) quella che meglio approssima il comportamento del supervisore (S).
La selezione di tale funzione avviene sulla base di un training set:

Z = {(x1, 1), (T2, 92), - - -, (Tns Yn) }-

costituito da n osservazioni di coppie ingresso-uscita, estratte indipendente-
mente dalla densita congiunta

p(z,y) = p(@)p(y|z),

fissa ma non nota.

Per selezionare la funzione approssimante viene misurata la discrepanza tra
la risposta y del supervisore ad un dato ingresso z, e la risposta f(z, «) fornita
dalla macchina (M). Tale discrepanza ¢ convenientemente rappresentata in
termini matematici dalla funzione di costo:

C(y, f(z, a)).

Di tale funzione si considera il valore atteso che prende il nome di funzionale
di rischio:

R(a) = //C(y,f(:c, @))p(z,y) dz dy.

L’obiettivo di un processo di apprendimento e trovare, tra le possibili funzioni
f(z,a) con a € A, la funzione f(x, ) che minimizza il funzionale R(«) nella

2Gli elementi o € A sono vettori di dimensione non definita a priori. Questo consente di
considerare con la notazione f(z, ), un qualsiasi insieme di funzioni.
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condizione in cui la funzione di densita congiunta p(z,y) non ¢ nota e 'unica
sorgente di informazione disponibile ¢ il training set Z.

La formulazione della teoria dell’apprendimento che abbiamo presentato
sopra e decisamente generale e prende in considerazione diversi problemi speci-
fici. Tra questi, i due che maggiormente si sono imposti all’attenzione della
comunita scientifica sono il problema della classificazione e il problema della
stima di regressione.

Classificazione

Nel seguito di questa tesi ci occuperemo prevalentemente di regressione. In
questo paragrafo ci limitiamo quindi a presentare brevemente il problema della
classificazione, nell’intenzione di mostrare come esso possa essere affrontato in
maniera simile al problema della regressione, impiegando gli stessi strumenti
che svilupperemo per trattare quest’ultimo.

Il problema della classificazione puo essere presentato nel seguente modo:
il supervisore (S) osserva il valore di un vettore casuale di ingresso = e de-
termina a quale classe, tra k£ disponibili, tale ingresso appartenga. Si assuma
per semplicita che sia £ = 2, in questo caso la risposta del supervisore puo
assumere solo due valori: y = [0, 1]. Di conseguenza, anche le funzioni f(z, a)
implementate dalla macchina (M), saranno funzioni indicatore (funzioni che
possono assumere solo valore zero o uno).

Risulta naturale considerare come funzione di costo, una funzione che as-

suma valore uno in caso di errore di classificazione e valore zero un caso di
classificazione corretta. Formalmente:

0 se y = f(z,q),

C’(y,f(ac,a)) N 1 se y # f(z, ).

Il funzionale di rischio, in questo caso, rappresenta la probabilita che la macchi-
na (M) commetta un errore di classificazione.

Regressione

Si consideri la relazione stocastica tra due variabili z e y tale per cui, dato un
vettore z, il valore di y sia determinato come risultato di un esperimento ca-
suale caratterizzato dalla funzione di densita condizionata p(y|x). La relazione
stocastica cosi descritta, potra dirsi completamente nota solo se si conosce la
funzione di densita condizionata p(y|z) il che & equivalente alla conoscenza
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degli infiniti momenti della funzione p(y|x) stessa®. Spesso & possibile acquisire
solo una conoscenza parziale su una data relazione stocastica, in questo caso
la caratteristica della funzione p(y|x) che risulta essere piu informativa & il suo
valore atteso cioe il suo primo momento:

Elylz] = / yp(ylz) dy.

La funzione deterministica che, data una variabile z, fornisce E[y|x], valore at-
teso della variabile y condizionato a x, prende il nome di funzione di regressione
di y su z.

L’interesse che merita la funzione di regressione e¢ dovuto al fatto che tale
funzione ¢ quella funzione che minimizza il funzionale di rischio (1.3) quando
la funzione di costo € il quadrato dell’errore di predizione:

Cy, f(z,0)) = (y - f(z,0))". (1.5)

Dimostrazione. Per una dimostrazione di questa affermazione si riscriva la
funzione di costo (1.5) come segue:

(y— f(z,@))" = (y — Elyla] + E[y|z] — f(z,))
= (y — Elyl«])* + (Ely|z] - f(z,))* + (1.6)
+2(y — Elyla]) (Elylz] — f(z,q)).

Il funzionale di rischio risulta dunque essere

R(a) = // (y — Ely|a))’p(z,y) dz dy +

2

(1.7)
2
+ [ (Blylel - (z,)'plo) ds
in quanto I'integrale rispetto a y del terzo termine della (1.6) & nullo.
Nell’equazione (1.7), il primo dei due addendi non dipende da «, quindi il

minimo di R(«) coincide con il minimo del secondo addendo. Da questo segue
che la funzione f(x, ) che minimizza il funzionale di rischio é:

f(z, 00) = Elylz].
O

311 momento di ordine %k della variabile casuale z, caratterizzata dalla densitd di
probabilita p(z) & dato dalla seguente:

my = E[2F] = /+<>o 2*p(2) dz.
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1.3.1 Minimizzazione del funzionale di rischio e rischio
empirico

Come abbiamo mostrato nei due paragrafi precedenti, sia il problema della
classificazione che il problema della stima della funzione di regressione possono
essere ricondotti alla minimizzazione del funzionale di rischio

Rie) = [[ € @, 00)ple, ) dz dy,

nella situazione in cui la distribuzione di probabilita p(z,y) non € nota ma &
disponibile un training set

Z ={(z1, 1), (X2,2), - - -, (Tns Yn) },

composto da n osservazioni.

Non essendo nota la funzione di probabilita congiunta p(z,y) non & pos-
sibile trovare analiticamente la funzione f(z, ) che minimizza il funzionale
di rischio R(«), & quindi necessario trovare empiricamente, usando il training
set, disponibile, una funzione che approssimi f(z, ). Una possibile soluzione,
forse la pil intuitiva, puo essere ottenuta utilizzando quello che nella teoria
della probabilita e noto come principio di massima entropia (Papoulis, 1991).
In questo contesto, tale principio e utilizzato per approssimare la distribuzione
continua di probabilita p(z,y) con la funzione impulsiva pem,(z, y) definita, a
partire dal training set Z, nella seguente maniera:

n
1
Pemp(T,9) = Y _ ;5(56 — T Y = Yi)-
=1

Sostituendo tale funzione all’interno del funzionale di rischio si ottiene il cosid-
detto funzionale di rischio empirico:

Remp(a) = %Z C(ys, f (i, @)).

Si approssima dunque la funzione f(z, ) con la funzione f(z, o), estremante
del funzionale di rischio empirico applicando quello che prende il nome di
Principio di Minimizzazione del Rischio Empirico). E’ interessante notare
che, sostituendo all’interno del funzionale di rischio empirico la funzione di
costo

2
Cly, flz,0)) = (y = f(z, @),
definita per il problema della stima di regressione, si ottiene la stessa equazione
del metodo dei minimi quadrati, cioe:
1 n

Remp(a) = — Z (yz - f(xz, a’))Q-

n <
=1
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1.3.2 Generalizzazione

Diremo che una macchina (M) ¢ in grado di generalizzare se, avendo visto un
training set Z generato da un supervisore (S), & in grado di approssimare il
comportamento di (S) anche in situazioni non contemplate in Z. La minimiz-
zazione del funzionale di rischio garantirebbe la capacita di generalizzare pero,
come abbiamo visto nel paragrafo precedente, nel processo di apprendimento
la funzione non nota p(z,y) viene sostituita dalla funzione pemy(z,y) quin-
di in ultima analisi, la funzione estremante f(x, ) del funzionale di rischio
viene approssimata con la funzione f(z, ), dove a, @ il valore ottimo del
parametro, identificato utilizzando il training set disponibile e composto da n
esempi. Questa approssimazione consente di riprodurre il comportamento del
supervisore (S) per quanto riguarda gli esempi presenti nel training set, ma
non garantisce nulla sulla capacita di previsione in punti lontani da quelli.

VC dimension

In questo paragrafo introdurremo alcuni aspetti della teoria della generaliz-
zazione, teoria che si propone di individuare un insieme di condizioni che,
qualora verificate, consentano di asserire la legittimita dell’approssimazione
di f(z, ) attraverso f(z,a,), garantendo dunque che una macchina che ap-
prende minimizzando il funzionale di rischio empirico, € in grado di general-
izzare correttamente. Formalmente, il principio di minimizzazione del rischio
empirico si dice essere consistente riguardo a un insieme di funzioni Q(z, ) =
C(y, f(x,oz)), per a € A e per la densita congiunta p(z) = p(z,y), se le due
seguenti sequenze convergono in probabilita allo stesso limite:

R(aw) 2 inf R(a), (1.8)

n—o00 a€A

Remp (o) =2 inf R(a), (1.9)
n—o00 a€A
dove con «, si e indicato il valore ottimo del parametro identificato da un
training set Z composto da n esempi e dove inf, 5 R(a) indica il minor valore
possibile assumibile dal funzionale di rischio per a € A.
Il teorema chiave della teoria di apprendimento e il seguente teorema
dovuto a Vapnik e Chervonenkis (Vapnik & Chervonenkis, 1991):

Teorema 2. Sia Q(z,), con a € A, un insieme di funzioni che soddisfino la
condizione

A< / Qza)p(z)dz< B (A< R(a)< B).

Condizione necessaria e sufficiente affinché il principio di minimizzazione del
rischio empirico sia consistente é che Repmy(a) converga uniformemente al
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valore vero R(«) sull’insieme Q(z, ), con a € A, nel sequente senso:

lim prob{ sup (R(a) — Remp(a)) > e} =0. Ve>D0. (1.10)
n—oo aeA

Il teorema chiave dell’apprendimento afferma quindi che la consistenza del
principio di minimizzazione del rischio empirico e equivalente all’esistenza della
convergenza uniforme di Remy() a R(a) descritta dalla (1.10).

E’ interessante qui sottolineare che il teorema cosi enunciato asserisce che
la consistenza del principio di minimizzazione del rischio empirico ¢ determi-
nata dalla peggiore funzione, nel senso specificato dalla (1.10), appartenente
all'insieme Q(z, @), con a € A (worst-case analysis).

Per costruire una teoria sulla capacita di generalizzazione di una macchi-
na (M) viene introdotto il concetto di VC dimension. La VC dimension di
un insieme di funzioni € uno scalare A che rappresenta la complessita della
macchina (M) stessa®. Un importante risultato teorico che riguarda la VC di-
mension & che se h risulta finito per I'insieme di funzioni Q(z, ), con a € A,
la convergenza uniforme di Ren,() a R(a) & data e dunque il principio di
minimizzazione del rischio empirico e consistente.

Inoltre, nel caso non asintotico cioe quando n & finito, si dimostra che, per
un insieme di funzioni Q(z, ) tali per cui 0 < Q(z,a) < B, con a € A vale la
seguente:

B 4R n
R(an) < Remp (o) + — (1 n \/1 n M) : (1.11)
2 Be
dove, se l'insieme di funzioni Q(z,¢qq), con | = 1,..., N & composto da N
elementi si ha:
InN —1

n

quindi € non ¢ funzione di h. Mentre se l'insieme delle funzioni Q(z, )
e composto da infiniti elementi, ed e caratterizzato da una VC dimension,
risulta:

h(In2t +1) —In(n/4)

=4 . 1.13
: : (113

La disuguaglianza (1.11) & valida almeno con probabilita 1 — . Il principio di
minimizzazione del rischio empirico e da ritenersi valido quando sia disponibile
un numero elevato n di campioni, tipicamente n/h > 20. Se cid & verificato, il
coefficiente ¢ risulta piccolo e quindi il secondo termine di destra nella disug-
uaglianza (1.11) risulta piccolo. In tal caso il valore reale del rischio ¢ vicino
al valore del rischio empirico.

4Nel caso particolare in cui le funzioni considerate appartengano ad una famiglia
parametrica lineare, la VC dimension € il numero di parametri liberi.
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Limite superiore
del rischio

Intervalo di confidenza Rischio empirico

VC dimension

Figura 1.1: Al crescere della VC' dimension diminuisce il valore del rischio
empirico ma aumenta l'intervallo di confidenza. Il limite superiore del valore
vero del rischio & dato dalla somma dei due contributi.

Nel caso in cui n/h sia piccolo, un basso valore di Repy(;,) non garan-
tisce un basso valore del vero funzionale di rischio. In tal caso il secondo
termine di destra della disuguaglianza (1.11) non & trascurabile e va consid-
erato come un intervallo di confidenza sulla capacita del rischio empirico di
fornire un’indicazione del valore vero del funzionale di rischio (figura 1.1).

Dilemma bias/varianza

Un’altra analisi, in un certo senso parallela a quella fornita da Vapnik, che con-
sente di cogliere molti aspetti del problema dell’apprendimento e quella nota in
letteratura con il nome di bias/variance decomposition (Geman et al., 1992).
L’essenza di questa analisi consiste nel mostrare come ’errore di predizione
commesso da un modello f(z, «) sia da ricondurre a due componenti. La pri-
ma, bias, € il valore atteso dell’errore che commette un modello appartenente
alla famiglia f(z, ) addestrato con un generico training set Z. La seconda,
variance, e la varianza dell’errore commesso rispetto a tutti i possibili train-
ing set. Riportiamo di seguito il semplice ed elegante ragionamento cosi come
presentato dagli autori Geman, Bienenstock e Doursat.

Per rendere esplicita la dipendenza del modello identificato dal training
set Z, useremo la notazione f(z,az) al posto di f(z,«). Consideriamo in
principio un particolare training set Z; un indice della bonta della stima della
funzione non nota fornita da f(z,az), ¢ data dal valore atteso dell’errore
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quadratico:
E [(y—f(ﬂ?,az))Q‘.’L',Z] ) (114)

dove con l'operatore E[-] si intende qui il valore atteso rispetto alla densita
congiunta p(z,y). Ricordando la (1.6), possiamo scrivere:

E|(y- f(z.02)’ 12, 2] = B (y - Elyla])’|s, 2] +
+ (f(z,0az) — Elylz])®. (1.15)

Si noti che E [(y - E[y|$])2|x, Z] non dipende dal training set Z ma & sem-

plicemente la varianza di y dato z. Quindi la bonta della predizione fornita
da f(x,az) puod essere misurata semplicemente dal quadrato della distanza
della predizione dalla funzione di regressione, cioe da:

(f(z,02) — Elyl])”. (1.16)

Considerando ora tutti i possibili training set, 'indice della bonta della sti-
ma fornita dal modello in esame ¢ data dal valore atteso rispetto ai possibili
training set della (1.16), cio da:

E, [(f(x,az) — E[y|x])2] . (1.17)

Puo verificarsi il caso che per un particolare training set Z, f(z,az) sia un
ottimo approssimatore di E[y|z], quindi il miglior predittore di y nell’ottica dei
minimi quadrati. Allo stesso tempo pou essere che, per altre realizzazioni di Z,
f(z,az) non consenta prestazioni altrettanto buone e che quindi la qualita del-
la predizione vari fortemente al variare del particolare training set considerato.
La quantita (1.17) puo essere scomposta come segue:

Ez[(f(w,0z) = Elyla])’] =
= B[ ((f(e.0) ~ Bl @, 02)) + (Bl (@, 00)] ~ Elyla])) |
= B[ (f(w,02) = Bslf(z,02)))°] + Bz [ (Ez1f (5, 0)] - Elyial)*] +
+ 2B, [(f(@,02) = Bslf (5, 02)]) (B[ f (2, 0)] — Blyla])]
= By |(f(w,02) = Ezlf(v,02)))"| + (Balf(z, 02)] - Elylal)” +
+2 By [f(z,02) - Eflf (3, 02)]] (Eslf (&, 02)] - Elylal)
= (Ezlf (z,02)] ~ Elylal)” + “bias”
+ B [(fla,02) — Brlf(@,07)])’] “variance”
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La componente di bias & tanto pit grande tento piu f(z, az) si scosta in media
da E[y|z]. Anche se la componente di bias & piccola, uno stimatore f(z,ay)
puo essere affetto da una grande componente di variance ed essere cioe molto
sensibile a cambiamenti nella composizione del training set.

Tornando al problema dell’apprendimento supervisionato, la conclusione
che si deve trarre dall’analisi bias/variance € che la scelta della struttura della
funzione f(z,«) da adottare per apprendere il comportamento di un supervi-
sore, quando & disponibile una quantita scarsa di esempi del comportamento
stesso, € sempre una scelta di compromesso. Funzioni pili complesse e quin-
di piu flessibili e generali hanno la possibilita di cogliere il comportamento
del supervisore e quindi portano ad un errore in cui la componente di bias
e trascurabile. Essendo pero0 il training set composto da pochi esempi, 1’ap-
prossimazione fornita e tipicamente molto sensibile alla particolare istanza del
training set disponibile: questo porta ad una elevata componente di variance.
Viceversa, funzioni descritte da una semplice struttura parametrica, rischiano
di non essere sufficientemente potenti da cogliere il comportamento del su-
pervisore e quindi sono tipicamente affette da bias, mentre la componente di
vartance risulta piu limitata in quanto anche a partire da training set diversi,
il valore dei pochi parametri della funzione possono essere identificati con un
basso grado di incertezza. Al crescere della complessita degli approssimatori
considerati, dato un limitato insieme di esempi disponibile per ’identificazione
degli stessi, tipicamente si osserva una diminuzione della componente di bias
ma, contemporaneamente un aumento di quella di variance. Si ritrova quindi
un risultato qualitativamente simile a quello a cui si giunge attraverso ’analisi
riguardo alla VC dimension (figura 1.2).

Dato un fenomeno, il compito dell’analista e quello di introdurre vincoli sul-
la funzione f(z, ), utilizzando conoscenza a priori, con 'obiettivo di ridurre
la componente di variance, senza aumentare quella di bias. In pratica spesso
si presuppone un certo grado di smoothness del fenomeno in esame e di con-
seguenza si introduce un pari vincolo di smoothness per la funzione f(z, ).
Se il fenomeno considerato possiede realmente la proprieta supposta, il vinco-
lo introdotto limita la componente di variance senza introdurre bias. Se non
la possedesse, dettagli del fenomeno in esame, quali picchi e valli, verrebbero
persi e cio introdurrebbe una componente di bias.
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Ele]

Errore
totale

Variance

Complessita’

Figura 1.2: Il valore atteso del quadrato dell’errore puo essere scomposto in
una componente di bias e in una di variance. Aumentando la complessita
diminuisce il bias ma aumenta la componente di variance.



Capitolo 2

L’apprendimento in Pratica

In questo capitolo esamineremo da un punto di vista pratico i vari passi che
portano dall’osservazione di un fenomeno, fino all’acquisizione della capacita
di riprodurlo e di predirne 1'evoluzione.

Un processo di apprendimento non procede in modo sequenziale, bensi
come un processo ciclico che ripete successivamente piu fasi fino a giungere,
attraverso raffinamenti successivi, ad una rappresentazione soddisfacente del
fenomeno in esame (Murray-Smith, 1994). I vari paragrafi di questo capitolo
non vogliono quindi definire una sequenza temporale rigida di operazioni che
devono essere eseguite sempre e comunque. Si propongono piuttosto di pre-
sentare le fasi logiche di un processo di apprendimento mostrando, per ciascuna
di queste, i problemi che presentano e le piut comuni delle soluzioni adottate
in pratica per affrontarli.

2.1 Dal fenomeno ai dati

2.1.1 Osservazione del fenomeno

Un processo di apprendimento inizia con una fase di osservazione e analisi il
cui obiettivo e quello di individuare una serie di quantita misurabili che siano
in grado di fornire una descrizione completa del fenomeno in esame.

In questa fase la conoscenza disponibile € molto limitata e non consente
quindi una selezione corretta di quell’insieme di variabili necessarie e sufficienti
per rappresentare in maniera univoca il fenomeno. Tipicamente, si cerchera di
misurare il maggior numero possibile! di variabili, demandando la selezione di
quelle significative a fasi successive del processo, e riservandosi di ritornare a
questa fase per raccogliere misure di altre quantita, qualora quelle misurate si
rivelassero non sufficienti.

'In pratica, un limite alla quantitd di informazione raccoglibile & imposto da
considerazioni economiche sul costo delle misure.

29
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La fase di osservazione si conclude fornendo, come risultato parziale, un
insieme di dati grezzi che costituiscono la prima forma di rappresentazione
possibile di un fenomeno.

Nonostante la sua apparente banalita, questa € una fase decisamente deli-
cata durante la quale viene introdotta conoscenza a priori, a volte non fondata,
sul fenomeno.

La criticita della fase di osservazione e di raccolta dei dati, € dovuta al fatto
che una selezione non accurata delle variabili da registrare e quindi I’esclusione
di variabili significative, rende impotente qualsiasi metodo di apprendimento.
La mancanza di una variabile puo risultare molto costosa in quanto tipicamente
rilevabile solo in una fase avanzata del processo di apprendimento.

2.1.2 Preprocessing

Durante la fase di preprocessing, i dati grezzi ottenuti dall’osservazione del
fenomeno, vengono trattati e preparati per essere utilizzati nella fase di adde-
stramento del modello. Questa fase non € sempre necessaria anche se e quasi
sempre raccomandabile.

Il tipo di operazioni da effettuare in fase di preprocessing puo essere diverso
a seconda delle caratteristiche dei dati disponibili, del problema in esame e del
tipo di modello che si intende addestrare. Le operazioni effettuate pia di
frequente sui dati sono la rimozione di trend e di andamenti stagionali da serie
temporali, lo scaling delle variabili?, il filtraggio del rumore, ed eventualmente
la rimozione di outliers (Fayyad et al., 1996), cioé di quei dati particolarmente
affetti da rumore3.

L’esperienza mostra che una buona preparazione dei dati consente di ren-
dere il processo di addestramento del modello piu rapido e robusto (Masters,
1995).

2.1.3 Trasformazione dei dati

L’obiettivo di questa fase & quello di estrarre dai dati preprocessati un insieme
limitato di predittori del fenomeno in esame. Si vuole trovare cioé una rapp-
resentazione il piu possibile parsimoniosa dell’informazione contenuta nei dati
e necessaria per I'apprendimento. Questa fase si rende necessaria per evitare

2Lo scaling & un’operazione atta a ridurre I’escursione di una variabile all’interno di un
determinato intervallo.

3Tenendo conto che il rumore & tutto quello che non riesce ad essere spiegato da un
modello, gli outlier sono dati che non sono spiegabili con il modello statistico utilizzato.
Nel caso della stima di regressione si suppone che i dati siano distribuiti in modo gaussiano
attorno alla funzione di regressione. Gli outlier sono quindi tutti quei dati che si trovano
sulle code della distribuzione.
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situazioni di collinearita (Montgomery & Peck, 1992) nello spazio di ingresso®
e per ridurre gli effetti di quel fenomeno noto in letteratura con il nome di
‘curse of dimensionality’™ (Bellman, 1961).

Le strade pill comunemente seguite per diminuire il numero delle vari-
abili considerate sono la selezione di quelle significative per la predizione del
fenomeno considerato (feature selection), e la principal component analysis che
opera un’opportuna ricombinazione delle variabili disponibili (Myers, 1994).

2.1.4 I dati

Il risultato delle fasi illustrate & un insieme Z = {21, 29, ..., 2, } di dati adatti
per essere utilizzati per identificare un modello del fenomeno in esame. Si e
indicato con z; I’i-esimo esempio raccolto; tale esempio e costituito da una
coppia (z;,y1) in cui z; € un vettore (d x 1) che descrive lo stato del fenomeno,
e y; € uno scalare che e la caratteristica del fenomeno che si vuole imparare a
predire.

In seguito faremo riferimento collettivamente ai vettori z; e agli scalari y;
attraverso la matrice X e il vettore Y rispettivamente. La matrice X, che
chiameremo matrice degli ingressi, ha dimensioni (n X d) dove n & il numero
di esempi, ed & tale per cui la sua i-esima riga ¢ uguale a z!. Il vettore Y,
vettore delle uscite, ha dimensioni (n x 1) ed & tale per cui I’i-esimo posto &
occupato da y;

2.2 Identificazione dei parametri

Un processo di identificazione consiste concettualmente di due parti distinte:
I'identificazione strutturale e quella parametrica. Per identificazione strut-
turale si intende quella fase del processo in cui si determinano le caratter-
istiche strutturali del modello cioe la famiglia parametrica a cui il modello
deve appartenere. Per identificazione parametrica si intende invece la fase di
identificazione dei parametri definiti nella fase strutturale. In questo paragrafo
daremo per definita la struttura del modello che si vuole identificare e ci occu-
peremo di come sfruttare I’informazione contenuta nei dati Z per determinare
il valore ottimo dei parametri del modello stesso.

Per una data struttura del modello y = f(z, a), la fase di identificazione
parametrica consiste nella ricerca all’interno dello spazio A dei parametri, di
quel vettore o € A che minimizza il funzionale di rischio empirico Repp(cr) (§ 1.3.1).

4Gi parla di collinearitd quando i dati sono disposti su un sottospazio di dimensioni
inferiori rispetto allo spazio di ingresso.

5Se il numero degli esempi disponibili & limitato, il crescere della dimensionalitd dello
spazio di ingresso porta l’insieme dei dati ad essere sempre pili sparso rendendo quindi piu’
difficile la ricostruzione della dipendenza ingresso uscita.
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Per rendere piu leggibile la notazione, in questo capitolo poniamo J(a) =
Remp (). Risulta quindi:

J(o) = %Zc(yi,f(xi,a))- (2.1)

L’identificazione dei parametri di un modello & quindi rappresentabile come
un problema di ottimizzazione dove 1’obiettivo e trovare, dato un insieme di
esempi dalla forma (z;,y;), il vettore & tale che:

& = arg minJ(«). (2.2)

La scelta dell’algoritmo di ottimizzazione da impiegare per ottenere il valore
ottimo &, & condizionata dal tipo di modello f(x, «) che si desidera addestrare
e dalla forma della funzione di costo C(y, f(z,)) utilizzata nella definizione
della (2.1).

Adottando il quadrato dell’errore di predizione come funzione di costo, la
funzione f(z, ) identificata, ¢ una stima della funzione di regressione (§ 1.3)
di y su z, cioe del valore atteso di y dato xz. Nel resto di questo capitolo,
ove non altrimenti specificato, si assumera che la funzione di costo sia definita
come segue:

C(y, f(z,0)) = (y - f(z,0))". (2.3)

Ci occuperemo quindi di stima della funzione di regressione.

2.2.1 Metodo dei minimi quadrati

L’identificazione parametrica di un modello lineare
flz,0)=a"z,

qualora si adotti come funzione di costo la (2.3), puo essere convenientemente
effettuata attraverso il metodo dei minimi quadrati. La cifra di merito (2.1),
in questo caso specifico, € una funzione quadratica del parametro multivariato
a’

n

J(a) = — Z (y; — zi00)* (2.4)

=1

quindi il gradiente della (2.4) risulta essere funzione lineare di «. La mini-
mizzazione della (2.4) ammette dunque una soluzione in forma chiusa (Myers,
1994).
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Attraverso semplici calcoli (Bittanti, 1992b) si giunge alla conclusione che
tutti e soli i punti di minimo della (2.4) si ottengono come soluzione delle
cosiddette equazioni normals:

n n
§ ' T — § '
T;T; o = TiYi-
i=1 i=1

Se la matrice di scatter

n
S = E .Z‘Z'.TiT,
=1

¢ non singolare ed e dunque invertibile, le equazioni normali hanno un’unica
soluzione e quindi la (2.4) ha un unico punto di minimo dato da:

n -1 5
i=1 i=1
La stessa equazione puo essere scritta in termini matriciali come:
a=[X"x] ' XTy,
dove la matrice [ X7 X] ' XT prende il nome di pseudo-inversa di X.

2.2.2 Metodi iterativi di ricerca

Se il modello da identificare non e lineare o se la funzione di costo considerata
non e il quadrato dell’errore commesso, generalmente il problema di ottimiz-
zazione (2.2) non ammette una soluzione in forma chiusa. In questo caso, non
essendo possibile minimizzare analiticamente la cifra di merito (2.1), & neces-
sario utilizzare una qualche procedura iterativa di ottimizzazione che ricerchi
il minimo nello spazio del parametro a.

In questo paragrafo presenteremo diversi metodi per identificare modelli
non lineari minimizzando funzioni obiettivo definite a partire da funzioni di
costo C' (y, f (x,a)) qualsivoglia. Nel caso del metodo Levenberg-Marquardt
pero, se la cifra di merito & la somma dei quadrati degli errori commessi,
valgono proprieta ulteriori.

I vari algoritmi di ottimizzazione che presenteremo, si differenziano per il
tipo di informazione sulla funzione f(z, ) di cui necessitano, e per I'uso che
fanno di tale informazione. Qualora esistano e siano disponibili, le derivate
del modello rispetto ai parametri possono essere utilizzate per trovare il min-
imo della cifra di merito (2.1) attraverso uno dei vari algoritmi iterativi di
ottimizzazione basati sul gradiente.
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Gradient descent

E’ il piti semplice degli algoritmi di ottimizzazione che sfruttano I'informazione
fornita dal gradiente.

Se J(«) € una funzione differenziabile di «, & possibile adottare la seguente
procedura. Il vettore dei parametri viene inizializzato, tipicamente in maniera
casuale, ad un valore o). Ad ogni iterazione, la stima corrente di tale vettore
viene aggiornata muovendo dal valore attuale nello spazio dei parametri un
passo nella direzione in cui J(«) decresce piu rapidamente, cioe nella direzione
opposta a quella del suo gradiente. Iterando questo processo, viene generata
una sequenza di vettori o™ secondo la seguente legge:

o™ = o(” — g, (2.5)

dove p, parametro dell’algoritmo, € un numero positivo che prende il nome di
learning rate, e il vettore g & il gradiente VJ(«) valutato in o). Sotto de-
terminate condizioni relative al parametro p, il metodo del gradiente converge
globalmente (Colorni, 1984).

Metodo di Newton

Il metodo gradient descent € noto essere inefficiente, specialmente in prossimita
del punto di minimo (Sj6berg et al., 1994). Una possibile alternativa piu
efficiente e costituita dal metodo di Newton. Tale metodo, per aumentare la
velocita di convergenza, utilizza oltre all’informazione contenuta nel gradiente,
anche quella fornita dall’ Hessiano, cioe dalla matrice H delle derivate seconde
di J(«) rispetto alle varie componenti del vettore c.

La ricerca del minimo della cifra di merito avviene in maniera iterativa:
dato il valore attuale o7, il valore del parametro all’iterazione successiva &
il minimo del paraboloide che, in un intorno di o™, approssima la cifra di
merito J(a).

L’equazione di tale paraboloide approssimante ¢ data dall’espansione di
Taylor ed ha la forma seguente:

(@) = J(@?) + (a — al?)Tq + %(a AT H(a—a®), (26

dove g ¢ il gradiente di J(a) valutato in o™ e H & I’'Hessiano di J(a) sempre
valutato in (7.

Il minimo del paraboloide approssimante (o piti correttamente un suo punto
di stazionarietd) puo essere ottenuto direttamente dalla (2.6). Ponendo a("+%
uguale a tale punto di stazionarieta si ottiene:

a('r-l—l) — a(T) . H_lg.
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Il vettore —H'g, che prende il nome di direzione di Newton, determina la
direzione e la lunghezza del passo che caratterizzano ciascuna iterazione del
metodo.

Levenberg-Marquardt

I metodi iterativi finora introdotti, sono pensati per identificare sistemi lin-
eari e non lineari senza imporre alcuna condizione restrittiva sulla definizione
della funzione di costo. Il metodo che presentiamo in questo paragrafo, pur
essendo adatto per minimizzare funzioni obiettivo qualsivoglia, & pensato spec-
ificatamente per il problema della stima di regressione e quindi per trattare
funzioni che siano definite come la somma dei quadrati degli errori. In tale
caso, valgono alcune proprieta notevoli.

Si consideri qunque la cifra di merito da minimizzare nella seguente forma:

n

1 2 __ 1 2
J=3 Y (@)= 5 llell®, (2.7)

=1

dove ¢; e I’errore commesso in corrispondenza dell’ i-esimo esempio di Z, ed €
& un vettore i cui elementi sono gli errori ¢;. Sia a(7) il valore del parametro da
identificare all’iterazione corrente; si consideri uno spostamento nello spazio
dei parametri pari ad (a(”l) — a(T)). Se tale spostamento e sufficientemente
piccolo, e possibile espandere il vettore degli errori € in una serie di Taylor del
primo ordine:

(™) = ¢(a) + BT — o).
Gli elementi E;; della matrice E sono definiti come:

8@-

Ei' = 3
J 60{]'

dove a; € il j-esimo elemento del parametro multivariato c. La (2.7) puo essere
dunque approssimata come segue:

T 1 T T T
J(a( )) = §||e(a( )) +E(a( ) _ of ))||2. (2.8)

Minimizzando questa cifra di merito rispetto al nuovo valore del parametro
o™t si ottiene:

o™ = o) — [ET Erl ETe(aM). (2.9)

Dove compare il termine [ETE]_1 ET che ¢ la pseudo-inversa (§ 2.2.1) della
matrice E.
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Nel caso in cui la cifra di merito sia una somma di quadrati, come nel-
la (2.7), gli elementi dell’Hessiano possono essere scritti nella forma seguente:

2 n . . 2.
0*J { O¢; O¢; 0%; } (2.10)
—1

ik = 304,-30% N (9aj 8ak € 8aj8ak

Qualora non fossero disponibili le derivate del secondo ordine di ¢;, & in og-
ni caso possibile ottenere una approssimazione dell’Hessiano trascurando nel-
la (2.10) i termini di ordine superiore al primo. Risulta quindi:

H~FE"E. (2.11)

Si noti che la (2.11) risulta essere esatta per i modelli lineari in quanto, per
questi, 'errore € € una funzione quadratica dei parametri, e i termini del sec-
ondo ordine nella (2.10) sono nulli. Per i modelli non lineari, la (2.11) rapp-
resenta una approssimazione, anche se, asintoticamente® la (2.11) ¢ esatta nel
punto di minimo globale di J(«) (Bishop, 1995). L’equazione (2.9) puo essere
quindi vista come ’equazione del metodo di Newton dove il valore esatto H
dell’Hessiano & stato approssimato con ETE.

In linea di principio, la (2.9) potrebbe essere applicata iterativamente per
minimizzare la cifra di merito J(«). In realta, cosi facendo, il passo potrebbe
essere troppo lungo e potrebbe portare quindi in una regione dello spazio dei
parametri dove ’approssimazione (2.11) non & piu valida. L’algoritmo Leven-
berg-Marquardt affronta questo problema modificando la cifra di merito (2.8)
nel modo seguente:

1
Jin = 3llela) + B(@™ a2 + o — O, (212)

dove il parametro A governa la lunghezza del passo (Levenberg, 1944) (Mar-
quardt, 1963).

Minimizzare la (2.12) significa minimizzare la somma dei quadrati degli
errori, tenendo allo stesso tempo piccola la lunghezza del passo per non uscire
dall’intorno del valore corrente o™, dove 'approssimazione lineare & accetta-
bile.

Minimizzando la nuova cifra di merito (2.12) rispetto ad «, si ottiene:

o) = o — [ETE+ M| E (o), (2.13)

dove I & la matrice unitaria. Per A = 0, la (2.13) & uguale alla formula (2.9)
ed ¢ quindi ancora un’approssimazione del metodo di Newton. Al crescere di
A, I'equazione (2.13) tende a quella del metodo del gradiente. In quest’ultimo
caso la lunghezza del passo & determinata da A~!. Per valori sufficientemente

5Per n che tende a infinito.
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grandi di A, e sempre possibile determinare un passo nello spazio dei parametri
tale per cui Jj,,, non aumenti. Infatti, adottare un grande valore di A significa
effettuare un passo, piccolo a piacere, nella direzione opposta a quella del
gradiente e quindi nella direzione in cui J,, decresce piu rapidamente.

In pratica, il valore di A viene fatto variare ad ogni iterazione secondo il
seguente criterio (Bishop, 1995). Dato il valore attuale o™ del parametro da
identificare, e fissato un valore iniziale per A, viene effettuato il passo proposto
dalla (2.13). Se con tale passo ., diminuisce, il nuovo valore a("*!) viene
accettato e il processo viene iterato diminuendo A di un fattore 10. Se invece
la cifra di merito .J;,, aumenta, il valore ™! proposto dalla (2.13) viene
rifiutato, e ripartendo o(7), si tenta un altro passo con un valore di A aumentato
di un fattore 10; questo processo viene iterato fino a che non si trova un valore
di A che consenta di diminuire J;,,,.

Limiti dei metodi basati sul gradiente

Il problema fondamentale dei metodi di identificazione basati sul gradiente e
che la cifra di merito definita nell’equazione (2.1), puo essere una funzione
non lineare che presenta una serie di punti di minimo locale nello spazio dei
parametri. Gli algoritmi di ottimizzazione visti, cosi come tutti quelli ap-
partenenti alla stessa famiglia, cercano un punto di minimo della funzione
J(a) esplorando lo spazio dei parametri con un processo iterativo, avendo a
disposizione, ad ogni passo, solo informazioni locali. Il limite degli algoritmi
che adottano questa politica di ricerca € che non garantiscono di individuare il
minimo globale di J(«) in quanto non dispongono di un criterio che consenta
di individuare e quindi evitare i minimi locali.

In letteratura esistono parecchi metodi alternativi che sono stati proposti
per affrontare il problema dei minimi locali. I piu frequentemente adottati
sono 1 seguenti:

Random search: & il piu banale degli algoritmi di ottimizzazione. Consiste in
un’esplorazione casuale dello spazio di « alla ricerca di quel valore che
minimizzi la funzione obiettivo.

Random restart: consiste nel ripetere piu volte 'identificazione dei parametri
attraverso uno dei metodi iterativi visti, cominciando ogni volta con un
differente valore di inizializzazione o?. Questo approccio cerca in modo
casuale una condizione iniziale che consenta al processo di ottimizzazione
di raggiungere il minimo globale della funzione J(«), senza rimanere
intrappolato in un minimo locale.

Algoritmi genetici: sono metodi in cui il minimo di una funzione & cercato
sfruttando solo informazioni sul valore della funzione obiettivo e non sulle
sue derivate. Gli algoritmi genetici traggono ispirazione dalle dinamiche
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naturali di adattamento di una popolazione all’ambiente (Golberg, 1989):
il minimo di una funzione J(«) & cercato simulando I’evoluzione di una
popolazione di individui, ciascuno caratterizzato da un patrimonio ge-
netico che individua un punto nello spazio dei parametri a. Tanto
minore ¢ il valore della funzione da ottimizzare in tale punto e tanto
maggiore si dice essere il grado di adattamento all’ambiente dell’individ-
uo in questione. Ogni individuo si riproduce, consentendo quindi che
il suo patrimonio genetico partecipi alla determinazione di quello delle
generazioni future, con probabilita che & funzione del suo grado di adat-
tamento all’ambiente. Sotto certe ipotesi, al passare delle generazioni
la popolazione simulata tende verso il massimo grado di adattamento e
il patrimonio genetico dei vari individui converge verso un unico valore
corrispondente al valore ottimo del parametro a.

Stmulated annealing: € un metodo alla cui base sta un’analogia con la termod-
inamica, in particolare con il modo in cui i liquidi congelano e cristalliz-
zano o con il modo in cui i metalli si raffreddano. L’esplorazione dello
spazio dei parametri viene effettuata iterativamente, considerando solo
informazioni relative al valore e non alle derivate della funzione obiet-
tivo. Dato il valore corrente o™, viene proposto in maniera casuale
uno spostamento in un punto &{"*tY che si trovi in un intorno di o(”
stesso. Qualora sia J(&™*Y) < J(al™), lo spostamento viene realmente
effettuato: o™t = @*+Y . Altrimenti, viene effettuato con una prob-
abilitd T'(7) (la temperatura del corpo che si raffredda nella metafora
termodinamica), che & una funzione decrescente del numero di iterazioni
eseguite.

2.3 Validazione

Dopo la fase di identificazione parametrica e necessaria una fase di validazione
per esaminare il modello, valutarne la qualita rispetto a standard definiti in
base allo scopo per cui I'identificazione e stata effettuata, ed eventualmente
rifiutarlo se non dovesse essere ritenuto soddisfacente (Ljung, 1993).

Anche per quanto riguarda la fase di validazione, quale indice della bonta di
un modello ¢ naturale considerare il funzionale di rischio (§ 1.3) che rappresenta
il walore atteso dell’errore quadratico:

E [62:| = // (y — f(x,a))Zp(x,y) dz dy. (2.14)

La (2.14) & una grandezza teorica che, per essere valutata, richiederebbe di
testare il modello f(z, «) in un numero infinito di punti. Una stima della (2.14)
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e data dal valor medio campionario dell’errore quadratico

MSE = %; (yi — f(mi,0))7, (2.15)

valutato in un numero ! di punti che tende all’infinito.

Affrontando problemi reali, il numero [ di campioni disponibili & sempre
finito e tipicamente relativamente piccolo: il problema e dunque quello di
trovare il metodo migliore per stimare il valore di F [¢?], a partire da un limitato
insieme di campioni.

Esistono diverse tecniche per ottenere una stima della (2.14). La pit banale
e quella che prende il nome di risostituzione e che consiste nel valutare il
valor medio del quadrato dell’errore commesso dal modello sugli stessi esempi
utilizzati in fase di identificazione. La quantita cosi calcolata prende il nome
di errore quadratico medio apparente ed € nota essere una stima polarizzata
ottimisticamente del valore atteso dell’errore quadratico (Weiss & Kulikowski,
1991).

L’obiettivo dell’apprendimento non & semplicemente quello di riprodurre
gli esempi disponibili. Quello che si desidera tipicamente e che il sistema ad-
destrato sia in grado di cogliere I’essenza del meccanismo che ha generato gli
esempi e sia quindi in grado di generalizzare a casi non contemplati dagli esem-
pi stessi. E’ chiaro che I’errore quadratico medio apparente non e la quantita
adatta per valutare la capacita di generalizzazione di un sistema.

Stime piu significative e non polarizzate della (2.14), possono essere ot-
tenute testando il modello con esempi diversi da quelli usati in fase di ap-
prendimento.

2.3.1 Holdout

Il modo piu semplice per ottenere una stima della capacita che ha un modello
di generalizzare, consiste nel dividere gli esempi Z disponibili, in due insiemi,
training set e test set, e di usare il primo di questi per addestrare il modello e
il secondo per validarlo. E’ pratica comune (Kohavi, 1995) utilizzare circa 2/3
degli esempi per 'identificazione e 1/3 per la validazione. Affinché la stima
del valore atteso dell’errore quadratico sia affidabile, la partizione di Z nei
due insiemi deve essere ottenuta in maniera tale che test e training set siano
campioni della stessa popolazione e siano indipendenti tra di loro.

Quando il numero di esempi disponibili & sufficientemente elevato, il metodo
holdout & una tecnica preziosa di validazione in quanto fornisce una stima non
polarizzata della (2.14) ad un costo computazionale ragionevole. Quando pero
il numero di esempi e limitato, questo metodo si rivela inadatto in quanto gli
insiemi di training e test risultanti, possono essere troppo piccoli, e la stima
fornita risulta dipendere fortemente dalla particolare ripartizione degli esempi
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adottata. In questo secondo caso il metodo holdout € uno stimatore polarizzato
pessimisticamente della (2.14) (Weiss & Kulikowski, 1991).

2.3.2 Cross validation

Un approccio piu dispendioso dal punto di vista computazionale, ma che con-
sente di sfruttare meglio I'informazione contenuta in 7, e di avere una stima
piu accurata della capacita di generalizzazione, ¢ ’approccio che prende il
nome di k-fold cross validation. Seguendo questo metodo, gli esempi disponi-
bili Z vengono divisi in k insiemi 23, Zs, ..., Z, circa delle stesse dimensioni.
Il modello viene identificato k volte. Per ogni t € {1,2,...,k}, sia MSE, il
valore dell’errore quadratico medio ottenuto testando su Z;, il modello identifi-
cato usando l'insieme Z\ Z; come training set (Kohavi, 1995). La stima fornita
dalla cross validation della capacita predittiva del modello ¢ data quindi da:

k
Z MSE,.
t=1

Tale stima e un numero casuale che dipende dalla particolare ripartizione con-
siderata degli elementi di Z nei sottoinsiemi Z;. La cross-validation completa e
la media di tutti i (n%) risultati di cross validation ottenibili dalle possibili ri-
partizioni degli n elementi di Z in sottoinsiemi di n/k elementi ciascuno. Dati
i suoi costi, la cross-validation completa & normalmente impraticabile (Kohavi,
1995) ad esclusione del caso del leave-one-out, n-fold cross validation, che &

sempre completo.

MSE =

x| =

2.3.3 Leave-one-out

Un caso particolare di k-fold cross validation e il leave-one-out che si ottiene
nel caso si ponga k = n.

I1 processo puo essere cosi descritto: per ogni osservazione (z;, y;), si consid-
era l’errore di predizione (il residuo) y; — Ui —i = €; —;, dove ¥; _; & la predizione
del valore assunto in x;, fornita dal modello addestrato utilizzando tutti gli n
punti ad esclusione dell’i-esimo. La stima della (2.14) fornita dal leave-one-out
e quindi:

MSE = l En:(yz — Ui i)2 = l i(ﬁz i)2
e ’ ni=
Il leave-one-out € un metodo decisamente dispendioso in quanto, se sono
disponibili n esempi, richiede che il modello sia identificato n volte. Cido nonos-
tante, questo metodo merita attenzione in quanto ¢ in grado di fornire una sti-

ma non polarizzata del valore atteso dell’errore quadratico (Efron & Tsibirani,
1995).
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In pratica, il leave-one-out puo essere applicato proficuamente ed economi-
camente nella validazione di sistemi lineari. In questo caso, infatti, e possibile
sfruttare le caratteristiche della PRESS statistic (Myers, 1994). in questo caso,
i residui sono calcolati come:

Yi — Ui &

Gi,fi = =

1— 2 (XTX) 2Ty 1—hg

dove g; € la predizione del valore assunto in z;, fornita dal modello addestrato
utilizzando tutti gli n punti, e i termini h; sono gli elementi diagonali della
matrice H (HAT matriz):

H=X(X"X)"xT.

2.3.4 Bootstrap

Il leave-one-out fornsce una stima non polarizzata ma che soffre di un’alta
varianza quando gli esempi disponibili sono pochi” (Efron & Tsibirani, 1995).

Un alternativa al leave-one-out € fornita dal metodo di ricampionamen-
to noto con il nome di bootstrap (Efron & Tsibirani, 1994). Tale metodo,
nella sua versione piu semplice, fornisce una stima della (2.14) operando nel
modo seguente. Dall’insieme Z degli n esempi disponibili, viene estratto con
riposizionamento, un campione b; (campione di bootstrap), composto da n ele-
menti. Il campione b; cosi ottenuto, viene usato per identificare un modello che
viene validato su quegli esempi presenti in Z che non sono entrati a far parte
del campione b;. Viene cosi ottenuto I’errore quadratico medio MSE; associa-
to all’z-esimo campione di bootstrap. La procedura descritta viene ripetuta B
volte, dove B € un parametro del metodo di validazione. La stima del valore
atteso dell’errore quadratico ¢ data dalla media dei MSE; calcolati:

B
1
MSE = — ; MSE;

Per una stima affidabile del MSFE, 200 iterazioni sono normalmente ritenute
necessarie (Efron & Tsibirani, 1994).
2.4 Identificazione strutturale

L’ultima fase di un processo di apprendimento che esaminiamo in questo capi-
tolo & quella che prende il nome di identificazione strutturale. Questa & la fase

"tradizionalmente si parla di statistica dei piccoli campioni quando il numero di esempi
€ minore o uguale a 30
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in cui viene determinata quale deve essere la struttura del modello da impiegare
per descrivere il processo che ha generato I'insieme di esempi Z. Determinare
la struttura di un modello significa fissare il valore di un parametro da cui
dipende la complessita del modello stesso. A seconda del tipo di modello con-
siderato, 'indice di complessita si riferisce a caratteristiche diverse: puo essere
il grado, ’ordine, il numero di neuroni dello strato nascosto o di regole a sec-
onda che si costruisca un modello del fenomeno in esame utilizzando polinomi,
modelli AR, reti neurali o modelli fuzzy. In ogni caso, al crescere dell’indice di
complessita, cresce la flessibilita e quindi la potenza espressiva. Per un dato
valore m dell’indice di complessita, il modello ottimo viene determinato min-
imizzando, rispetto al vettore «, una cifra di merito empirica data dall’errore
quadratico medio commesso dal modello stesso sui dati disponibili (§ 2.2):

J(a) = %ZC(yi,fm(:ri,a)). (2.16)

Dove si ¢ indicato con notazione f™(z, a) il modello di complessita m. Se o™ &
il punto di minimo della (2.16), la quantita J(a™) esprime il grado di aderenza
ai dati del modello ottimo di complessita m.

Al crescere della complessita, passando ad esempio da m a m + 1, si puo
stimare il vettore dei parametri o™*! che descrive il modello ottimo di comp-
lessitd m + 1, e valutare il valore della cifra di merito J(a™*!). Ovviamente,
aumentando la complessita del modello e quindi il numero dei suoi gradi di
liberta, aumenta la sua capacita di aderenza ai dati (Bittanti, 1992a): risulta
quindi necessariamente J(a™") < J(a™).

L’obiettivo dell’apprendimento non e pero tanto quello di arrivare a spie-
gare i dati disponibili, ma piuttosto quello di generalizzare e di cogliere quindi
il reale meccanismo che ha generato i dati (§ 1.3.2). Le informazioni estratte
dalla cifra di merito J(a)) non possono dunque essere utilizzate per determinare
la complessita ottima del modello da utilizzare. La complessita ottima deve
essere quindi scelta utilizzando un criterio differente che sia una stima il piu
affidabile possibile della capacita di generalizzazione di un modello. Una sti-
ma, di questo tipo puo essere fornita da metodi di validazione quali hold out,
cross-validation o bootstrap (§ 2.3). Al crescere della complessita tipicamente
si osserva un andamento caratterizzato da una iniziale diminuzione della stima
della capacita di generalizzazione, seguita da una fase in cui tale stima torna
a salire (figura 2.2). Si osserva dunque anche in pratica lo stesso andamento
qualitativo indicato sia dall’analisi bias/variance (§ 1.3.2), sia da quella basata
sulla VC dimension (§ 1.3.2).

Fissato il criterio di valutazione della capacita di generalizzazione di un
modello di una data complessita, per definire un algoritmo di identificazione
strutturale ¢ necessario individuare un criterio di esplorazione dello spazio del
parametro m. In letteratura esistono diverse soluzioni, tipicamente basate su
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. etrsformazioni \ .
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' identificazione |
. parametrica !
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Figura 2.1: Un processo di apprendimento non procede in modo sequenziale: e
piuttosto un processo ciclico che ripete successivamente piu fasi fino a giungere,
attraverso raffinamenti successivi, ad una rappresentazione soddisfacente del

fenomeno in esame.
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uno schema trials and errors. Secondo questo schema vengono considerati
modelli di diverse complessita e per ciascuno di questi viene valutata una sti-
ma della capacita di generalizzazione; il processo viene iterato fintanto che
viene individuato un livello di complessita soddisfacente. Da un punto di vista
piu pratico la ricerca nello spazio del parametro strutturale puo avvenire in
maniera incrementale, facendo cioé aumentare il valore di m ad ogni iterazione,
in maniera decrementale, o in maniera esaustiva avendo preventivamente limi-
tato lo spazio di ricerca impiegando conoscenza a priori sul fenomeno in esame.

Nel prossimo capitolo introdurremo ’approccio multimodello presentando tre
diverse architetture. Mostreremo come ciascuna delle fasi di un processo di ap-
prendimento presentate astrattamente in questo capitolo vengono interpretate
qualora si adotti un architettura multimodello.

MSE

Errorein
validazione

Complessita”

Figura 2.2: Andamento tipico della stima dell’errore fornito da un metodo di
validazione. Tale andamento risulta qualitativamente simile a quelli indicati
per via teorica dall’analisi bias/variance e da quella basata sulla VC dimension.



Capitolo 3

L’approccio Multimodello:
Stato dell’arte

Un’architettura modulare affronta un problema di apprendimento di una re-
lazione ingresso-uscita decomponendolo in piu sottoproblemi, ciascuno piu
semplice da risolvere che non il problema dato (Jacobs et al., 1991b). La
decomposizione e la conseguente riduzione di complessita & ottenuta partizio-
nando lo spazio di input e assegnando ciascuna delle partizioni ottenute ad un
diverso approssimatore locale.

In generale non ¢ disponibile informazione a priori su come effettuare la par-
tizione, sul numero e sulla struttura analitica degli approssimatori: questo tipo
di informazione deve quindi essere estratta dall’insieme di esempi disponibili.

L’utilizzo di una architettura modulare presuppone 1’assunzione che la fun-
zione che si vuole apprendere sia ben descrivibile come una collezione di fun-
zioni piu semplici definite ciascuna in una regione dello spazio di input. In
questo capitolo vedremo tre approcci differenti alla modellistica multimodello,
ciascuno caratterizzato da un diverso criterio di ripartizione dello spazio di
input.

3.1 Mixture of Experts

3.1.1 Gli esperti locali di Jordan

Il modello mizture of expert (Jordan & Jacobs, 1995), & composto da m moduli
detti expert network, ciascuno dei quali implementa una funzione f; = f;(x, ;),
dove z ¢ un valore dell’ingresso, e 6; ¢ un parametro multivariato. Tipicamente
i vari esperti sono istanze di un’unica classe parametrica e condividono quindi
la stessa struttura: si differenziano ’'uno dall’altro perche caratterizzati da
diversi valori del vettore 6;.

Per coordinare le predizioni fornite dagli m moduli, I’architettura richiede

45
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f(z,a)
Gating
Network
: [
Expert Expert
Network Network

iy m

Figura 3.1: L’architettura Mizture of experts.

che sia definito un meccanismo che, dato un valore = dell’ingresso, individui
quale esperto o quale combinazione degli esperti, garantisca la maggior prob-
abilita di fornire una corretta predizione dell’uscita y. Tale meccanismo &
realizzato da un modulo ausiliario, gating network, il quale produce come out-
put un insieme di coefficienti scalari g;(x), che vengono utilizzati per pesare i
contributi dei vari esperti. Il gating network puo essere interpretato come un
classificatore (Jordan & Jacobs, 1995) che mappa 'ingresso x, nelle probabilita
che i vari esperti siano in grado di generare la corretta predizione dell’uscita.
I coefficienti g;, data la loro interpretazione come probabilita, devono essere,
per ogni valore di x, non negativi e dare come somma 1’unita.

Sono state proposte diverse forme analitiche alternative per i coefficien-
ti g;(z) (Xu et al, 1995). Un approccio prevede l'utilizzo della funzione
softmaz (Jacobs et al., 1991a). Definita la variabile di supporto &; come

& = &(z,m), (3.1)

dove n € un parametro multivariato, I'uscita del gating network e ottenuta
come segue:
eti
9= dopett
Data la struttura del gating e degli expert network, € possibile scrivere la
predizione del valore dell’uscita y, nella seguente forma:

(3.2)

Q) = Zgy’(fﬂa n fi(z,0;), (3-3)
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essendo v = [07,605,...,65 7 } il vettore di tutti i parametri che descrivono
il modello.

L’interpretazione probabilistica

L’adozione dell’architettura mixture of expert implica che vengano formulate
una serie di ipotesi sui dati disponibili e sul meccanismo che li ha generati (Jor-
dan & Jacobs, 1994). Tali ipotesi possono essere convenientemente esplicitate
adottando il seguente modello probabilistico per descrivere l'insieme di osser-
vazioni Z = {(z1,y1), (z2,¥2),---, (Zn,yn)}. Dato un valore z; per I'ingresso,
viene scelto un intero j (etzchetta) con probabilita 7(j|z;, 77), dove si sia adot-
tata la convenzione di scrivere soprassegnati i valori ver: dei parametri, per
distinguerli da quelli identificati per il modello. Dato I'ingresso x;, ed assegnata
letichetta j, finalmente viene estratto un valore y;, dalla densita condizionata

p(yi|zs,0;). Sinoti che, per un dato un valore z;, I'uscita y; puo essere gener-
ata in m modi differenti, dove m & il numero di valori diversi che I'etichetta j
puo assumere. La probabilia totale di generare y; dato x; € data quindi dalla
seguente mizture of density (§ 1.2.3):

plyilz, ) =Y w(jlwi, n)p(yilz: 0;) (34)
7j=1

dove @ ¢ il vettore di tutti i parametri 77 e §; che caratterizzano la generazione
dell’insieme degli esempi Z.

Il compito del gating network & quello di modellizzare, ad esempio attraver-
so la struttura parametrica definita dalle (3.1) e (3.2), le probabilita = (j|z, 7).
Gli ezpert network invece calcolano, per quanto riguarda la regione di loro
competenza, il valor medio della densita p(y|z,;), cioe il valore atteso di y
condizionato a x (funzione di regressione).

L’identificazione dei parametri

Il parametro « del modello (3.3), viene stimato secondo il criterio della mas-
sima verosimiglianza (§ 1.2.1), considerando la seguente cifra di merito:

n
= Zlnp(yi\:ci,a
i=1

In pratica, la stima della massima verosimiglianza viene effettuata utilizzan-
do T'algoritmo Ezpectation-Mazimization comunemente noto con l’acronimo
EM (Dempster et al., 1977).

L’algoritmo EM e stato introdotto per massimizzare la funzione di verosimiglian-
za dei parametri di un modello nel caso si abbia in possesso un insieme in-
completo di dati (Bradshaw, 1996). Nel caso del modello mizture of experts,



48 Capitolo 3. L’approccio Multimodello: Stato dell’arte

viene ipotizzata 'esistenza di un set completo di dati tale per cui ad ogni cop-
pia (z;,y;), & associata ’etichetta che ne ha determinata la generazione. Si
suppone quindi che i dati disponibili siano ottenuti rimuovendo 1’ etichetta dal
set completo.

L’algoritmo EM ha una forma iterativa tale per cui ogni iterazione ¢ com-
posta da due passi: ezpectation e mazimization, o piu brevemente passo (E)
e passo (M) rispettivamente. All'interno del passo ezpectation, dato il valore
corrente dei parametri, viene generata una stima delle etichette. Tale stima
viene utilizzata per ricostruire il set completo in base al quale viene eseguito il
passo mazimization che fornisce un nuovo valore dei parametri (Bishop, 1995).

Formalmente, dato il valore corrente del parametro (™), ciascuna iterazione
ha la forma seguente (Jordan & Xu, 1993):

Passo (E). Per ogni coppia (z;,y;), vengono calcolate le quantita h;T) (yi, ;) =
7(j|zi,y;). Per ogni etichetta j, tali quantita rappresentano la stima
ottenuta conoscendo sia z; che y;, della probabilita che I’i-esimo esempio
di Z sia stato ottenuto in seguito all’estrazione dell’etichetta j stessa.
Definiti i valori h;-T) (ys, z;), viene generato il seguente insieme di funzioni

obiettivo:
Q:(0;) = > b (i, ) In plyil i, 0;) conj=1,...,m
=1
Q') =3 (g, 2:) In g (i, my)
i=1 j=1

Passo (M). La stima del parametro viene aggiornata al vettore o™t i cui
componenti sono ottenuti risolvendo il seguente insieme di problemi di

ottimizzazione:
HJ(TH) = arg Irbangf(Hj) conj=1,...,m
J
'™ = arg max Q*(n)
n

Nel caso generico, il passo (M) comporta la soluzione di m + 1 problemi di ot-
timizzazione non lineare che possono essere affrontati utilizzando un metodo di
ricerca iterativo. Cio significa che, utilizzando il metodo EM, 'identificazione
del parametro « & un algoritmo che prevede due cicli annidati e che quindi
ha elevati costi computazionali. Per cercare di ridurre tali costi, € possibile
implementare I'algoritmo EM in maniera differente. Mentre ’algoritmo EM
propriamente detto, prevede la completa massimizzazione delle quantita QS (65)
e (Q?(n) all’interno del passo (M) di ogni iterazione, esiste una comune imple-
mentazione, conosciuta con il nome di GEM (EM generalizzato), che si limita
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ad incrementare ad ogni passo i valori di Q%(6;) e Q9(n), senza garantirne la
massimizzazione (Jordan & Jacobs, 1994).

Un altro approccio che consente di semplificare I'implementazione dell’algo-
ritmo EM, consiste nello scegliere la struttura del gating network e quella degli
expert network, in maniera tale che i problemi di massimizzazione delle quan-
tita Q%(0;) e Q7(n), ammettano soluzioni in forma chiusa, e che quindi possano
essere risolti analiticamente in un solo passo. Una implementazione (Xu et al.,
1995) dell’algoritmo EM ad un solo ciclo, ¢ resa possibile dall’adozione di
modelli locali lineari nei parametri per quanto riguarda gli expert network, e
di gating network realizzati come:

. _ Gp(x[ny) _
gj(x’n) - Zk Ck:p(x|77k) COH; Ck =1le Ck: 2 Oa

doven = [G,n1, o3 s+ s Como ] " ela probabilita p(z|n;) & una distribuzione
gaussiana, o un’altra funzione appartenente alla famiglia esponenziale.

3.1.2 Hierarchical Mixture of expert

Una generalizzazione del modello mizture of expert (§ 3.1.1) & costituita dal-
Parchitettura che prende il nome di Hierarchical Miztures of Experts (Jordan
& Jacobs, 1995).

L’architettura miztures of experts risolve un problema complesso, deman-
dando a diversi moduli la soluzione di problemi piu semplici, ciascuno relativo
ad una determinata regione dello spazio di ingresso. L’approccio hierarchi-
cal miztures of experts muove da questo principio e lo applica ricorsivamente
generando una struttura ad albero che partiziona lo spazio di ingresso a piu
livelli di risoluzione. I nodi terminali di tale struttura sono occupati da ez-
pert network che hanno il compito di approssimare localmente la funzione in
esame. I nodi non terminali, sono gating network che risolvono, a diversi livel-
li, problemi di arbitraggio tra le varie parti della struttura. L’interpretazione
matematica e probabilistica di questa struttura gerarchica e essenzialmente
la stessa che e stata presentata per descrivere il modello non gerarchico. Per
semplicita di trattazione, ci limitiamo qui a presentare la struttura composta
da due livelli gerarchici. In tale caso, il modello probabilistico ¢ da descriversi
come segue:

plyle.@) =Y w(jle,n) Y w(llj,z,v5)p(yle, O3). (3-5)

J !

Questo modello equivale a dare la seguente descrizione operativa del mecca-
nismo che ha determinato la generazione di ogni singola osservazione (z;,v;):
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Figura 3.2: Un esempio di architettura Hierarchical mizture of experts a due
livelli.

dato il valore z;, & stata scelta una etichetta j con probabilita 7 (j|z;,7), suc-
cessivamente un’etichetta [ con probabilita 7 (l|j, s, 7;), e finalmente, il valore
y; € stato estratto con probabilita p(y;|x;, 6;:).

Il modello gerarchico viene quindi addestrato massimizzando il logaritmo
della verosimiglianza nella forma:

= Zlnz .7|xza Zﬂ- l|]’xza Vz yl|$2’ ]l) (36)
i J l

dove, equivalentemente a cio che accade nel caso della struttura non gerarchica,
le distribuzioni 7 (j|z,n) e 7 (l|j, z, v;), sono modellizzate da dei gating network
attraverso le funzioni g;(z) e g;,(«) rispettivamente, mentre gli expert metwork
hanno il compito di calcolare il valore atteso delle distribuzioni p(y|z, 6;;).

[’addestramento di un’architettura hierarchical miztures of experts puo
essere convenientemente effettuato impiegando l’algoritmo EM (Jordan & Ja-
cobs, 1994).



3.2. I modelli Fuzzy ol

3.2 I modelli Fuzzy

3.2.1 Modelli Linguistici

I modelli matematici che vengono utilizzati per descrivere fenomeni fisici pos-
sono assumere forme diverse: un modello puo essere una semplice equazione
algebrica, un sistema di equazioni differenziali, una macchina a stati finiti,
etc. Negli ultimi anni una famiglia di modelli che ha particolarmente attirato
lattenzione della comunita scientifica (e non), ¢ quella che da una rappre-
sentazione della realta attraverso una collezione di regole fuzzy, cioe di regole
se-allora che descrivono qualitativamente relazioni logiche tra variabili:

se la pressione e alta allora il volume é piccolo.

In questo esempio, pressione e volume sono variabili linguistiche, e i valori
alta e piccolo che tali variabili possono assumere, sono valori linguistici carat-
terizzati da membership function (Zadeh, 1973). Un modello costituito da un
insieme di regole come quella vista, dove sia il termine antecedente che quello
conseguente rappresentano in maniera qualitativa delle grandezze attraverso
insiemi fuzzy (Zadeh, 1965), si dice essere un modello linguistico (Mamdani,
1977).

Il primo obiettivo dell’approccio linguistico alla modellistica fuzzy & quello
di definire un metodo e degli strumenti per rappresentare funzioni matem-
atiche, attraverso regole di produzione del tipo di quelle utilizzate nei sistemi
esperti (Zadeh, 1989). L’aspetto piu innovativo di questo approccio consiste
nella sua capacita di ridurre la distanza tra la la realta matematica e il lin-
guaggio umano, fornendo un’interfaccia tra i due che consente di amalgamare
la natura continua del primo con quella discreta del secondo. Lo scopo del-
I’approccio fuzzy e quindi, in breve, quello di realizzare uno strumento per
“calcolare con le parole” (Zadeh, 1973). Adottando questo punto di vista,
I’attenzione deve essere posta essenzialmente sulla leggibilita del modello e del
processo che porta alla sua definizione, e non sulla sua dimensione o sulle sue
capacita di approssimazione (Bersini & Bontempi, 1996).

3.2.2 L’approccio Fuzzy alla modellistica

Un’altro approccio, quello che prenderemo in considerazione nella nostra trat-
tazione, considera la struttura del modello fuzzy come uno srumento per ap-
prossimare una funzione non nota attraverso la composizione di semplici mod-
elli locali, generalmente polinomi di basso grado. Quando i modelli locali
considerati sono lineari, il modello risultante ¢ una approssimazione lineare a
tratti, caratterizzata da transizioni soft tra i vari approssimatori locali (Takagi
& Sugeno, 1985). Adottando questo approccio, la leggibilita del modello passa
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in secondo piano e gli aspetti a cui viene prestata piu attenzione sono quelli
legati alle prestazioni e alla capacita di approssimazione.

I modelli che analizzeremo sono caratterizzati da regole in cui il termine
antecedente € una proposizione fuzzy che coinvolge la variabile di ingresso
x, mentre il conseguente e costituito da una funzione non-fuzzy, che lega il
valore della variabile di uscita y, all’ingresso. Un esempio di come & possibile
utilizzare regole di questo tipo, ¢ dato dalla seguente:

sela velocita ¢ elevata allora forza = k - (velocita)?, (3.7)

che descrive la forza di attrito a cui & sottoposto un corpo che si muove nell’aria
a velocita elevata.

Modelli composti da regole che hanno la struttura della (3.7), sono noti
in letteratura con il nome di modelli di Takagi-Sugeno. In tali modelli, ogni
regola puo essere vista come una descrizione locale del fenomeno in esame: il
conseguente della regola € un vero e proprio modello locale, mentre la propo-
sizione antecedente indica quell’insieme fuzzy di valori dell’ingresso x per cui
la regola in questione ¢ applicabile (Takagi & Sugeno, 1985).

La struttura di un modello di Takagi-Sugeno
Un generico modello di Takagi-Sugeno ¢ composto da m regole:
R;: se x € A; allora f; = f;(,0,) conj=1,2,...,m. (3.8)

Dove l'operatore ‘€’ & I'operatore di appartenenza fuzzy, e A; € un insieme
fuzzy definito dalla membership function multivariata:

pia; (z) : R [0,1].

La proposizione antecedente “z € A;” e tipicamente espressa come combi-
nazione logica di proposizioni piu semplici, ciascuna riguardante una sola delle
componenti del vettore x. La singola regola puo quindi essere riscritta come:

R;: se 2V ¢ A A z? ¢ AZAN-- A 2\ ¢ Aj-l allora v; = f;(z,0;). (3.9)

Dove z® & la componente l-esima del vettore , gli operatori ‘€’ e ‘A’ sono da
intendere in termini fuzzy, e Aé- e un insieme fuzzy definito dalla membership
function univariata:

fat (x(l)) : R —[0,1].

Se il modello di Takagi-Sugeno & definito come nella (3.8), per un dato un
valore z dell’ingresso, il grado in cui la regola j-esima contribuisce all’ap-
prossimazione ¢ determinato dall valore di verita (;(z) dato dal grado di
appartenenza del punto x all’insieme A;:

Bj(z) = pa, (). (3.10)
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Quando I'antecedente e espresso come combinazione congiuntiva di pilt propo-
sizioni semplici come nella (3.9), il grado in cui la regola j-esima deve parte-
cipare alla predizione ¢ dato da una combinazione dei gradi di appartenenza
delle singole componenti z() dell’ingresso ai rispettivi insiemi Aé-:

Bi(@) = pay (M) x pge (2®) x -+ x Poad (z(¥). (3.11)

J

Si e usato qui il prodotto algebrico per combinare i diversi gradi di appartenen-
za anche se questa non & l'unica scelta possibile. Una alternativa alla (3.11) &
quella che pone f;(z) uguale al minimo dei gradi di appartenenza p 4 (z).
Piu in generale, per combinare i valori di verita di piu proposizioni fjuzzy, e
possibile utilizzare una qualsiasi t-norma (Bandemer & Gottwald, 1995).

Nelle applicazioni, le membership function sono comunemente descritte da
funzioni parametriche:

Hal (x(l)) = Mji (x(l),ﬂjl) )

dove n; € un vettore di parametri che definisce le casatteristiche della mem-
bership function associata alla j-esima regola e alla [-esima componente del
vettore di ingresso. In generale si ha quindi:

:E 77] H ,U']l a 77jl

con n; = [nh,nh, ... ,n;‘-’;j]T vettore di tutti i parametri che descrivono I’an-
tecedente della regola j-esima. II valore §;(x,n;) prende il nome di grado di
attivazione della regola j.

Per quanto riguarda i termini conseguenti di ciascuna regola, la configu-
razione classica di un modello di Takagi-Sugeno prevede che i modelli f;(z, §;)
siano istanze di una unica classe parametrica e condividano quindi la stessa
struttura: si differenziano I’'uno dall’altro solo perche caratterizzati da diversi
valori del vettore 6; (Babuska, 1997). Comunemente vengono adottati modelli
lineari in forma affine:

Posto & = [xT, I}T, la (3.12) & 'equazione di un iperpiano nello spazio R x
di ingresso-uscita.

La stima del valore y assunto dalla funzione in esame per un certo ingresso
x, e data da:

251 By, my) £, 05)
Z;’nzl ﬁj(x’ 77j)

fz,a) = (3.13)
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Dove a = [6],6%,....0% n.nJ,. .., nﬂT ¢ il vettore di tutti i parametri che
descrivono un modello fuzzy di Takagi-Sugeno.

La struttura cosi definita puo essere convenientemente utilizzata per ap-
prossimare una funzione complessa utilizzando una collezione di approssima-
tori locali. Il conseguente (3.12) di ciascuna regola € un approssimatore locale
della funzione in esame. Gli antecedenti delle varie regole realizzano una par-
tizione fuzzy dello spazio di input e svolgono il duplice compito di definire la
regione di applicabilita del modello a loro associato, e di realizzare il meccan-
ismo di combinazione delle approssimazioni fornite dai diversi approssimatori
locali (figura 3.3).

Da un punto di vista logico, gli antecedenti hanno quindi lo stesso ruolo
che nel modello mizture of experts ha il gating network (§ 3.1.1). La differen-
za sostanziale tra le due strutture sta nella diversa lettura che viene data del
meccanismo di coordinamento tra i vari modelli locali. Adottando il modello
mixture of experts, si abbraccia il paradigma probabilistico: dato un ingresso
x, il gating network ha il compito di stimare, per ciascun esperto locale j,
la probabilita che la quantita f;(x,0;), calcolata dal j-esimo esperto stesso,
sia la corretta predizione dell’uscita y. Tali probabilita sono quindi utilizzate
per pesare le diverse predizioni fornite dai vari esperti, dando piu credito al-
la predizione fornita dall’esperto che con probabilita maggiore ¢ in grado di
calcolare il valore ¥, e meno alle altre. L’approccio fuzzy e invece legato ad
un approccio possibilistico (Zadeh, 1993) (Dubois & Prade, 1982): dato un
ingresso x, il compito delle membership function ¢ quello di determinare in
che grado i vari approssimatori locali devono partecipare alla predizione del
valore y.

Nei loro risvolti pratici i due paradigmi della probabilitd e della possibilita!,
portano a modelli differenti. Ragionando in termini probabilistici si vuole ad-
destrare un modello in cui ogni punto dello spazio di input sia trattabile da
uno e un solo esperto. L’obiettivo ultimo e cioe quello di determinare una
struttura in cui, per ogni un punto x, esista un esperto che abbia probabilita
uno di essere in grado di trattare il caso e quindi di fornire una predizione di
y. Questo approccio parte in sostanza dall’assunzione che esista 1’esperto che
e in grado di trattare il caso x, ma che non sia noto quale sia tale esperto. Nel-
I’approccio possibilistico invece si parte dall'ipotesi che ogni punto dello spazio
di ingresso appartenga contemporaneamente, e in gradi diversi (Giles, 1993),
a piu di uno degli insiemi dei casi trattabili da ciascun approssimatore locale.
Di conseguenza, seguendo questo secondo approccio, si vuole determinare la
struttura che sappia individuare, dato un punto z, la giusta combinazione di
modelli locali che sia in grado di predire y.

!Per una pit1 dettagliata discussione sulle differenze e sui punti di contatto tra ’approccio
probabilistico e quello fuzzy si veda ad esempio il numero speciale IEEE Transactions on
Fuzzy Systems, 2(1), 1994.
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Figura 3.3: Un modello di Takagi-Sugeno € una combinazione smooth di una
collezione di modelli locali. Nell’esempio qui presentato, il modello € ottenuto
combinando tre approssimatori lineari attraverso delle membership functions
gaussiane.
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3.2.3 Dal Fuzzy al Neuro-Fuzzy

L’approccio neuro-fuzzy nasce dalla composizione di due approcci paralleli al-
la modellistica non-lineare: quello neurale e quello fuzzy. Le reti neurali sono
state sviluppate inizialmente come un’emulazione del cervello umano. L’obiet-
tivo era quello di costruire una macchina che riproducesse il funzionamento di
neuroni e connessioni sinaptiche, e che fosse capace di immagazzinare dati, im-
parare, e recuperare 'informazione acquisita. La fuzzy logic nasce invece con
I’obiettivo di emulare il ragionamento umano attraverso strutture simboliche
derivate dal linguaggio naturale.

L’approccio neuro-fuzzy mantiene la struttura del modello dell’approccio
fuzzy?, ma descrive tale struttura attraverso un grafo del tipo di quelli ad-
operati per descrivere reti neurali. La rappresentazione di un modello fuzzy
attraverso una rete neurale, consente all’approccio neuro-fuzzy di importare
dalla ricerca effettuata nell’ambito delle reti neurali, una serie di algoritmi per
imparare 1 parametri del modello a partire dai dati.

Un modello neuro-fuzzy deve quindi essere essenzialmente visto come uno
schema per rappresentare funzioni come composizione di modelli locali, dove
sia 1 parametri di tali modelli locali, sia i parametri che ne determinano le
modalita di combinazione, sono appresi a partire da dati.

L’approccio neuro-fuzzy presenta una serie si caratteristiche interessanti.
Sottolineamo in particolare la possibilita di integrare facilmente all’interno
del processo di apprendimento conoscenza a priori sul comportamento del-
la funzione in esame in determinate regioni dello spazio di ingresso. Inoltre
un modello neuro-fuzzy conserva una certa leggibilita a posteriori: & infatti
possibile esaminare i parametri del modello identificato a partire dai dati, ed
estrarre informagzioni sul comportamento che la funzione in esame mostra nelle
varie regioni dello spazio di ingresso. A questo si aggiunge il fatto che sono
riformulabili, relativamente al modello neuro-fuzzy, una serie di metodologie e
di risultati teorici notevoli ottenuti nell’ambito della ricerca sulle reti neurali
e in altri settori affini.

Tra i risultati teorici piu significativi occorre ricordare la dimostrazione del-
I’equivalenza funzionale tra le radial basis function networks e una sottoclasse
dei modelli fuzzy caratterizzata dal impiego di modelli locali costanti (Jang &
Sun, 1993).

3.3 Local Weighted Regression

3.3.1 L’approccio lazy alla modellistica

Lazy Learning € il nome di una famiglia di metodi di apprendimento che si

2Piu precisamente la struttura adottata & quella del modello di Takagi-Sugeno (§ 3.2.2)
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differenziano dai metodi tradizionali per il fatto che non prevedono una vera e
propria fase di identificazione di un modello distinta da una fase di valutazione.
Un metodo lazy ritarda ogni operazione sui dati fintanto che non viene richiesta
la stima del valore assunto in uno specifico punto dalla funzione in esame.
Nell’approccio lazy, il ‘modello’ del fenomeno?® & costituito dall’insieme stesso
delle osservazioni disponibili. La fase di identificazione si riduce quindi ad
una banale memorizzazione degli esempi in un data base. Per sottolineare la
differenza tra questo approccio e i metodi tradizionali per quanto riguarda il
tipo di rappresentazione data del fenomeno in esame, si usa riferirsi al lazy
learning usando ’espressione Memory-Based Learning mentre gli altri metodi
vengono definiti Model-Based.

Dal punto di vista pratico, adottare ’approccio lazy significa definire un
algoritmo che, dato un valore x,, consenta di estrarre da un insieme di esempi
Z, una stima del valore y,. In letteratura esistono diverse forme di lazy learn-
ing. Una di queste prevede che gli esempi piu prossimi a x, forniscano ciascuno
una stima del valore y,. Una stima collettiva e ottenuta pesando le varie stime
individuali in base a criteri di rilevanza e di affidabilita degli esempi che le
hanno fornite. Tipicamente la rilevanza di un esempio ¢ una funzione della
distanza dell’esempio stesso dal punto z, in una data metrica, e I'affidabilita
ha a che vedere con la capacita di predizione mostrata dall’esempio in altre
situazioni simili.

In questa tesi ci occupiamo di una diversa forma di lazy learning che prende
il nome di regressione locale. Tale forma prevede che la stima del valore vy,
assunto in z,, sia ottenuta utilizzando un semplice modello locale che ap-
prossimi la funzione di regressione in un intorno di z,. Operativamente il
lazy learning, nella sua forma che prende il nome di regressione locale, puo
essere descritto nel seguente modo. Dato un punto z,, un insieme Z di es-
empi ed un intero k, parametro del metodo, viene individuato il sottoinsieme
7, = {(xl, v1), (Z2,92), - - -, (T, yk)} composto dai k esempi appartenenti a 7,
che risultano essere i piu vicini a z, in una data metrica. Utilizzando gli es-
empi in Z,, pesati in funzione della loro vicinanza a xz,, viene identificato un
modello lineare* f,(z, ). La stima di y, fornita dal metodo ¢ data dal valore
f«(z,, @), assunto nel punto z, da tale modello.

La regressione locale & una generalizzazione di altre forme di apprendimento
locale:

Media pesata locale: il modello locale considerato € una semplice costante il
cui valore & la media delle uscite dei k£ esempi piu vicini, pesate in
maniera decrescente all’aumentare delle distanze di tali esempi da z,.

3Usiamo il termine modello in senso lato, con il significato di rappresentazione generica
di un fenomeno.
4Lineare nei parametri.
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Formalmente:
k
" Dict K(||x* - xz”)yz
E k Y
D i K ([l — @il
dove k & un parametro del metodo, e {z1,xs,..., 2} sono i k punti

appartenenti a Z piu vicini a z,. La norma ||z, — z;|| & determinata
dalla metrica definita sullo spazio degli ingressi, e K (u) prende il nome
di funzione kernel, ed & una funzione che decresce al crescere di u.

Nearest neighbor: puo essere visto come un caso degenere di weighted average.
Merita comunque una trattazione separata in quanto capostipite di tutta
una famiglia di metodi. Adottando I’approccio nearest neighbor, la stima
del valore y,, assunto dalla funzione in esame nel punto z,, ¢ data dal
valore ¥, assunto in x,,, dove x,, € I’esempio piu vicino ad z,, in una
metrica assegnata:

Ys = Ynn
con
|26 = Tonl| < |z — 23l Vs € Z,

dove la norma ||z, — ;|| considerata, ¢ determinata dalla metrica definita
sullo spazio degli ingressi.

La regressione locale estende questi metodi nel senso che considera, come ap-
prossimatori locali, non solo modelli costanti ma generiche funzioni f,(x, @),
purché lineari in a.

3.3.2 Stima locale della funzione di regressione

Per poter utlizzare la regressione locale come stimatore del valore assunto dalla
funzione in esame nel punto z,, & necessario definire e tarare alcuni parametri
strutturali, in base ad assunzioni sulla densita p(y|z) caratterizzante il meccan-
ismo che ha generato I'insieme Z. Tali parametri sono: la forma della funzione
kernel, la larghezza di banda, la famiglia parametrica f,(z,«) da usare come
approssimatore locale, e la funzione di costo C(y, fa(z, a)) in base alla quale
identificare i modelli locali. Nel seguito di questo paragrafo definiremo questi
parametri strutturali che caratterizzano il metodo lazy learning e illustreremo
alcune delle soluzioni pii comunemente adottate.
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La funzione di costo

Per la selezione della funzione di costo da utilizzare nella stima locale della
funzione di regressione, valgono le stesse considerazioni fatte trattando il caso
globale. Identificare un modello locale della funzione di regressione significa
stimare E[y|z,], valore atteso di y dato z,, utilizzando solo esempi che cadono
in una regione centrata nel punto z, stesso. La stima della funzione di regres-
sione viene effettuata considerando la seguente cifra di costo associata ad una
predizione:e sfruttando l'informazione contenuta nei dati

Cly, fulw,@) = (y = fulz,@)".

Nel caso in cui la densita p(y|z) sia fortemente asimmetrica, o in ogni caso

molto diversa da una normale, & corretto considerare altre funzioni di costo.
In questa tesi, come gia affermato, ci limitiamo a considerare il problema

della stima della regressione, quindi consideriamo accettabile 'ipotesi che la

variabile y sia distribuita qualitativamente come una gaussiana per ogni valore
di x.

La funzione kernel

Tipicamente, identificando un modello della funzione di regressione che dovra
essere valutato nel punto x,, si vuole dare piu importanza al comportamento
della funzione nelle vicinanze di z, e meno al comportamento in zone piu
lontane. Per ottenere cio, & possibile associare ad ogni esempio (x;,¥;) in Z,,
uno scalare w; funzione della distanza tra z, e z;, e utilizzare tale scalare per
pesare il contributo dell’i-esimo esempio nell’identificazione del modello locale.
I valori w; sono normalmente assegnati attraverso una funzione kernel:

w; = K(||95* - xz||) )
definita in maniera tale che:

K(u1) < K(us) se |ui| > |ugl.

Per ottenere stime smooth, cioe stime 7, che non cambiano bruscamente per
piccoli spostamenti di z,, vengono adottate funzioni kernel K (u), il cui valore
decresca dolcemente al crescere di u.

La larghezza di banda

La larghezza di banda ¢ la dimensione della regione centrata in x,, che viene
presa in considerazione per la stima del modello locale. Piu e grande e la
grandezza di banda, maggiore € il numero di esempi che rientrano nel sottoin-
sieme Z,. La scelta della larghezza di banda e da effettuarsi insieme a quella



60 Capitolo 3. L’approccio Multimodello: Stato dell’arte

della famiglia f.(z,a) con l'obiettivo di produrre una stima il piu possibile
smooth, ma che allo stesso tempo non introduca una eccessiva distorsione, e
riesca quindi a cogliere la relazione esistente tra l'ingresso = e 1’uscita y.

Sia il problema della scelta della larghezza di banda che quello, come ve-
dremo, della scelta della famiglia delle funzioni approssimanti, possono essere
illustrati nei termini del dilemma bias/varianza. Fissata una famiglia f.(z, @),
una grande larghezza di banda porta a stime stabili, caratterizzate cioe da una
piccola varianza. Tali stime pero sono affette da bias in quanto ottenute iden-
tificando un modello locale su una regione trppo grande, all’interno della quale
il comportamento della funzione non nota potrebbe essere troppo complesso
per essere spiegato da un membro della famiglia assegnata. Al contrario, una
piccola larghezza di banda consente un piccolo bias ma una elevata varianza,
in quanto gli esempi contenuti nella regione considerata sono troppo pochi per
identificare univocamente una funzione tra quelle appartenenti alla famiglia
data.

La famiglia degli approssimatori locali

La forma di lazy learning che prendiamo in considerazione in questa tesi,
prevede che la funzione di regressione sia approssimata localmente da una
funzione appartenente ad una famiglia parametrica. Come abbiamo gia detto,
I’approssimatore locale deve essere lineare nei parametri, questo per perme-
tterne una rapida identificazione e per consentire, come vedremo in seguito,
I’utilizzo di una serie di strumenti applicabili solo a modelli lineari. La generica
funzione lineare nei parametri puo essere scritta nella forma seguente:

f*(xu a) = Z aj¢j(x) ’ (314)

dove o & la j-esima componente del vettore o, e ¢;(z) & una generica fun-
zione scalare del vettore z. Normalmente vengono usati come approssimatori
locali, dei modelli costanti o lineari, piu raramente quadratici, e difficilmente
si considerano polinomi di grado superiore al terzo. Genericamente, quindi,
la famiglia f.(x,«) considerata, ¢ la famiglia dei polinomi di grado p che si
ottiene dalla (3.14), considerando come funzioni ¢;(x), solo monomi di grado
minore o uguale a p, ottenuti dalle varie componenti di x secondo la seguente:

d

o) = ][ @)™

=1

dove () & la l-esima componente del vettore z € R%, e le quantitd ~y;; sono
interi tali che v;; >0 e 27:1 Yt < p.

La scelta della famiglia approssimante si riduce quindi alla scelta del gra-
do p del polinomio da usare come approssimatore locale. Tale scelta, come gia
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anticipato nel paragrafo precedente, € una scelta di compromesso. A parita di
numero di esempi Z, disponibili per I'identificazione, polinomi di grado elevato
riescono ad adattarsi meglio ai dati e quindi presentano una bassa componente
di bias, soffrono pero di un’elevata varianza in quanto il valore dei parametri
identificati & molto sensibile a piccole variazioni di Z,. Viceversa, polinomi di
grado basso sono meno elastici e meno potenti, rischiano di non essere in grado
di cogliere la complessita della funzione in esame ma, essendo descritti da un
numero limitato di parametri, hanno una componente di varianza ridotta.

3.3.3 Lazy learning adattativo

In gran parte della letteratura riguardante il lazy learning e i metodi di re-
gressione locale, i parametri strutturali del metodo sono fissati globalmente e
in maniera euristica. In realta, data la semplicita dei modelli utilizzati come
approssimatori locali della funzione di regressione, altre strade sono pratica-
bili. E’ possibile, ad esempio, estendere il metodo presentato fornendo delle
procedure che consentano di determinare automaticamente il valore ottimo dei
parametri strutturali.

Nel caso del lazy learning, non esistendo un modello globale, e visto che
tutte le operazioni effettuate per stimare il valore y, coinvolgono solo una re-
gione limitata centrata in x,, ha senso che anche la fase di identificazione strut-
turale (§ 2.4) venga eseguita localmente sfruttando I'informazione contenuta
nei dati Z, che cadono nell’intorno di z,. In questo caso il parametro strut-
turale m rispetto al quale ottimizzare la struttura potrebbe essere ad esempio
il grado del polinomio utilizzato come approssimatore locale, la larghezza di
banda o un qualche parametro che descriva la funzione kernel. La ricerca della
struttura ottima, data la linearita dei modelli locali adottati, puo essere con-
venientemente eseguita utilizzando la PRESS statistic (§ 2.3.3) come criterio
di valutazione della capacita di generalizzazione di un modello di una data
complessita m (Atkeson et al., 1996).
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Capitolo 4

Neuro-fuzzy inference system

Il modello neuro-fuzzy considerato in questo capitolo € costituito dalla compo-
sizione smooth di approssimatori locali, secondo lo schema proposto da Takagi
e Sugeno (§ 3.2.2). Mostreremo di seguito una collezione di metodi per iden-
tificare, a partire da un insieme di esempi, tutti i parametri del modello: sia
quelli che descrivono i singoli modelli locali, sia quelli che ne determinano la
localizzazione spaziale nel dominio di ingresso. Anche se faremo qui riferimen-
to al caso in cui 'unica informazione disponibile ¢ costituita dagli esempi, ci
occuperemo quindi di modellistica black boz, 1o schema presentato puo essere
utilizzato anche per identificare modelli gray boz. Infatti & sempre possibile
fissare a priori il valore dei parametri conosciuti e/o imporre una determina-
ta struttura e collocazione ai modelli locali che approssimano la funzione in
esame in quelle regioni dello spazio di ingresso relativamente alle quali sono
dati modelli di primo principio (Bontempi & Bersini, 1997).

Questo capitolo e organizzato in due sezioni. La prima riguarda la fase di
identificazione parametrica nella quale, avendo fissato il numero di approssi-
matori locali di cui si vuole sia composto il modello, vengono individuati i
valori ottimi dei parametri che descrivono i modelli locali e le loro modelita di
interazione. La seconda sezione riguarda invece la fase di identificazione strut-
turale il cui scopo €& determinare il numero ottimo di approssimatori locali da
impiegare.

4.1 Identificazione dei parametri

4.1.1 La struttura parametrica

Dato un valore di z, il coefficiente che misura il grado in cui il j-esimo approssi-
matore locale contribuisce alla stima di y € dato, secondo I'interpretazione delle

63
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Figura 4.1: Gaussiana bivariata
ottenuta dal prodotto di due mem-
bership function gaussiane mono-
variate, funzione ciascuna di una
componente del vettore x.
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Figura 4.2: Una funzione di
appartenenza tetraedrica si ot-
tiene ponendo ﬂ] = min(,ujl,,ujz),
dove pj1 e pjo sono funzioni di
monovariate e triangolari.

regole fuzzy vista nel paragrafo 3.2.2, dalla seguente equazione:

d
Bi(z,n;) = [ [ i (=, m50), (4.1)
1=1

dove le funzioni p;; sono generiche funzioni parametriche. Tra le innumerevoli
funzioni possibili consideriamo i casi in cui le pj; siano gaussiane oppure
triangolari. Risulta quindi:

K (96”), 77jl) —e A

oppure

120 — ¢
Wi (x(l),njl) = max (0, 1— T’lj )

Se in particolare si considerano funzioni p;, gaussiane, la (4.1) pud essere
vista, nello spazio di ingresso ¢, come una gaussiana d-dimensionale con gli
assi paralleli agli assi coordinati (figura 4.1):

Bi(x,m;) = e (@) T @ e) (4.2)

dove c; e il vettore che individua, nello spazio di ingresso, il punto in cui
e centrato il j-esimo approssimatore locale, e X; ¢ una matrice diagonale in
cui I’elemento [-esimo della diagonale & occupato dal parametro ajz-l. Il vettore
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dei parametri 7; che descrive le condizioni di applicabilita del j-esimo modello
locale & quindi 7; = [¢], diag(Zj)T]T

Una possibile estensione consiste nel considerare funzioni membership gaus-
siane i cui assi siano genericamente orientati, gaussiane quindi descritte da
matrici 3; simmetriche piene (Babuska, 1997). Tale estensione consente di
trattare al meglio quelle situazioni in cui le diverse componenti dell’ingresso
siano correlate. L’algoritmo di ottimizzazione che utilizzaremo per identificare
modelli in cui le matrici ¥; sono diagonali puo essere facilmente esteso al caso
generico in cui le 3, siano piene (Bersini et al., 1997b).

Per quanto riguarda gli approssimatori locali, consideriamo qui il caso in
cui questi siano funzioni lineari del vettore di ingresso z:

dove si sia posto T = [xT, 1] T Modelli neuro-fuzzy costituiti da approssimatori
locali costanti si ottengono, come caso particolare, semplicemente ponendo a
zero tutti gli elementi del vettore #;, ad esclusione dell’'ultimo. Data la (4.3),
I’equazione del modello di Takagi-Sugeno puo essere riscritta come segue:

— - 5j($a77j) 70,
f(z,a) = ; ST B e) 6;. (4.4)

Considerando il vettore B = B(z,n) con B =[BT, B7,..., BZ,;}T, dove:

53’(33,771') ~
B, =
’ kazl 5k($,77k)$’

si puo scrivere:
f(z,a) = BTH. (4.5)

La (4.5) mostra che il modello fuzzy di Takagi-Sugeno, pur essendo globalmente
non lineare nei parametri, risulta essere lineare rispetto ad alcuni di questi.
Una possibile alternativa alla (4.4) ¢ ottenibile componendo i contributi
dei vari approssimatori locali usando come coefficienti direttamente i valori
assunti dalle membership functions:
m

flw,0) = Bi(x,n,)E"6;. (4.6)

i=1

In questo caso si parla di antecedenti non normalizzati, mentre la (4.4) rap-
presenta un modello in cui gli antecedenti sono normalizzati' (Shorten &
Murray-Smith, 1994).

M software realizzato consente all’analista di scegliere se adottare un’architettura nor-
malizzata o non normalizzata, cosi come consente di scegliere se utilizzare funzioni di
appartenenza gaussiane o triangolari.
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4.1.2 L’algoritmo di ottimizzazione

L’algoritmo di identificazione dei parametri che abbiamo implementato, sfrutta
la linearita di f(z, «) in . Il problema di ottimizzazione viene impostato come
segue. Si considera come cifra di merito da minimizzare la somma dei quadrati
degli errori commessi sul training set (§ 2.2):

J(a) = %Zc(yi,f(ﬂ?i,a))- (4.7)

L’obiettivo del processo di ottimizzazione e individuare il vettore & tale che:
& = arg minJ(«). (4.8)
o

Essendo f(z,«) una funzione non lineare del vettore «, il problema di ottimiz-
zazione deve essere affrontato necessariamente utilizzando un metodo numeri-
co (§ 2.2.2). La ricerca nello spazio dei parametri del vettore & pué essere
affrontata utilizzando un metodo che, similmente al metodo del gradiente,
dal valore corrente del parametro muova ad ogni iterazione un passo in una
direzione lungo la quale J(c) decresce. Dato o(7), valore del parametro al
passo 7, un modo efficiente per determinare o{™*! consiste nello scomporre
il passo da effettuare in due componenti, una appartenente al sottospazio del
parametro 7, rispetto al quale il problema di ottimizzazione ¢ non lineare,
e 'altra appartenente al sottospazio di 6, rispetto a cui il problema dato e
lineare.

Per evidenziare la diversa natura della dipendenza di f(z, «) dai parametri,
useremo nel seguito di questo paragrafo la notazione f(z,n,0) e J(n,0) al
posto di f(z,a) e J(a) rispettivamente. Utilizzando questa nuova notazione,
il generico passo dell’algoritmo che abbiamo implementato, puo essere descritto
formalmente come segue:

00+ = arg main J(n(T), 9), (4.9)
n) = arg min J(n, 0. (4.10)
n

La (4.10) & un problema di ottimizzazione non-lineare che non ammette una
soluzione in forma chiusa. Nella nostra implementazione il problema (4.10)
e stato affrontato utilizzando 1’algoritmo Levenberg-Marquardt (§ 2.2.2). In
realta, per risolvere il problema (4.8), non & necessario trovare ad ogni passo
il valore di 17 che minimizza la (4.10) ma & sufficiente trovare un valore n{™+%
tale che:

J(W(TH), 0(T+1)) < J(n(T-l—l)’ 9(7’)) )
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L’algoritmo di ottimizzazione:
1. 7 = 0. Inizializzazione del vettore n ad un valore n®.

2. Ottimizzazione nel sottospazio di € rispetto a cui il modello & lin-
eare. Il metodo dei minimi quadrati viene utilizzato per valutare
il valore V) che, tenendo fisso (™, minimizza in 6 la funzione
J (0, 6).

3. Ottimizzazione nel sottospazio di 7 rispetto a cui il modello e
non lineare. Il nuovo valore n("*Y viene determinato tenen-
do fermo il valore di 7Y ed eseguendo 3 passi del metodo
Levenberg-Marquardt sulla funzione J (77, 0(T+1)).

4. Se J (77(T+1), 0(T+1)) <J (n(T), 0(7)), si torna al passo 2 con 7 = 7+1.

Figura 4.3: L’algoritmo iterativo utilizzato per identificare un modello fuzzy.
Ogni iterazione consiste di un problema di ottimizzazione lineare e di pochi
passi di ottimizzazione non-lineare.

Cio significa che per il nostro scopo & sufficiente eseguire solo alcune it-
erazioni dell’algoritmo Levenberg-Marquardt senza giungere alla completa
minimizzazione in 7 della J (77, 0(T+1)).

La (4.9) & un problema di ottimizzazione lineare che puo essere risolto
analiticamente e quindi in un solo passo attraverso il metodo dei minimi
quadrati (§ 2.2.1). Si & cosi scomposto un problema di ottimizzazione non lin-
eare nello spazio del parametro « in piu problemi piti semplici che consistono
ciascuno in un problema di ottimizzazione lineare e in alcuni passi di ottimiz-
zazione non lineare nello spazio del parametro 7. Uno schema dell’algoritmo
implementato e riportato in figura 4.3

L’algoritmo di ottimizzazione adottato necessita di un valore iniziale 7(®)
per il vettore dei parametri rispetto ai quali la funzione f(z,7,6) & non lineare.
Inizializzare il vettore n significa definire una partizione iniziale dello spazio
di ingresso che collochi i vari approssimatori locali, e ne definisca le rispettive
regioni di azione. La scelta del valore di inizializzazione e particolarmente
critica in quanto da questa dipende la capacita dell’algoritmo di convergere ad
un punto di minimo soddisfacente (§ 2.2.2).

Oltre alla soluzione piu semplice, che consiste nel’inizializzare casualmente
il vettore n© e quindi distribuire casualmente gli approssimatori sul dominio di
interesse, esistono in letteratura altre soluzioni che sfruttano metodi di analisi
dei dati collettivamente conosciuti con il nome di Cluster analysis (Babuska,
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1997). Nel paragrafo seguente introdurremo alcuni di tali metodi e mostreremo
come possono essere utilizzati nell’ambito dell’identificazione di modelli fuzzy
per individuare quelle regioni dello spazio di ingresso all’interno di ciascuna
delle quali la funzione in esame puo plausibilmente essere approssimata da un
unico modello locale.

4.1.3 Cluster analysis

L’obiettivo della cluster analysis € quello di classificare oggetti in base a un
criterio di somiglianza e di organizzarli in gruppi. Storicamente il problema
del clustering viene definito un problema di apprendimento non supervisiona-
to (Duda & Hart, 1973): dato un insieme finito di oggetti, 'obiettivo & quello
di smparare una classificazione di tali oggetti senza avere informazioni esplicite
su come definire dei raggruppamenti degli oggetti dati.

A seconda dell’obiettivo specifico per cui vengono utilizzati i metodi di clus-
ter analysis, vengono date diverse definizioni di che cos’e un cluster. In maniera
sufficientemente generica, ¢ possibile definire un cluster come un insieme di
oggetti i cui elementi sono piu simili agli altri elementi del cluster stesso, che
non ad elementi appartenenti ad altri cluster (Bezdek, 1981). Il concetto di
stmilitudine ¢ da intendersi univocamente ed in termini matematici. Identi-
ficare cluster nello spazio degli oggetti dati presuppone quindi la definizione
formale di una misura di similitudine per tale spazio. Uno dei metodi possibili
per individuare ciascuno dei cluster identificati consiste nel definirne un centro
(prototipo) che sia un punto nello spazio degli oggetti considerati®,

Nel caso in cui si vogliano utilizzare metodi di cluster analysis come sup-
porto all’identificazione di modelli fuzzy a partire da esempi, gli oggetti per cui
devono essere definiti dei cluster sono gli esempi disponibili stessi. All’interno
di un processo di identificazione parametrica, un algoritmo di clustering puo
essere convenientemente utilizzato per individuare regioni dello spazio di input
in cui posizionare inizialmente i modelli locali, cioé per individuare un valore
di inizializzazione per i parametri ; delle funzioni 3;(z, n;) che, per ogni valore
di x, determinano il grado in cui ciascun modello locale deve contribuire alla
stima di y (§ 4.1.2).

Intuitivamente, la ragione per cui la cluster analysis viene utilizzata in
questo contesto € che si confida che esempi simili, in un dato senso, possano
essere descritti dallo stesso modello locale. Nei prossimi paragrafi presenteremo
diversi modi di effettuare cluster analysis e quindi diversi criteri di similitudine
tra gli esempi.

2Questo non & I’unico modo per far riferimento a un cluster. Per una trattazione completa
si veda il testo “Pattern Classification and Scene Analysis” (Duda & Hart, 1973).
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L’algoritmo c-mean

L’obiettivo dell’algoritmo c-mean ¢ ripartire I'insieme Z degli esempi disponi-
bili in ¢ sotto insiemi A;, dove ¢ & un parametro dato tale che 2 < ¢ < n con n
uguale al numero di elementi di Z. Usando questo metodo all’interno di un
processo di identificazione di un modello fuzzy, ¢ € posto uguale a m cioe al
numero di regole di cui si vuole sia composto il modello.

I sotto insieme A; cercati dal metodo c-mean® sono insiemi classici (non
fuzzy) che devono soddisfare le seguenti condizioni (Bezdek, 1981):

U4, =7 (4.11)
j=1
ANAr =0, 1<j#k<c; (4.12)
DcA;cz 1<j<ec (4.13)

Gli insiemi A; devono collettivamente contenere tutti gli elementi di Z (4.11),
essere disgiunti (4.12), e nessuno di essi deve essere vuoto o contenere ’intero
insieme Z (4.13).

Per ogni coppia esempio-cluster viene definita la quantita u;; € {0,1} tale
per cui se l’i-esimo elemento di Z appartiene al j-esimo cluster, p;; assume
valore 1, mentre assume valore 0 se appartiene ad un altro cluster. Si definisce
inoltre la matrice U il cui elemento di posto (i,j) € uguale a y;;. Formal-
mente lo spazio delle partizioni possibili dell’insieme Z puo essere descritto
dall’insieme:

My ={vewer

C n
pij € {0, 1}, Vi, jj ZNU =1,Vi; 0 < Zﬂij < navj}a
7=1

=1

dove R*™ & lo spazio delle matrici reali ¢ x n (Bezdek, 1981), e il pedice h di
M, sta per hard partition*.

Adottando 'algoritmo c-mean, i cluster sono descritti da un prototipo o
centro v; € R, la cui posizione viene determinata attraverso un processo di
ottimizzazione che contemporaneamente assegna gli esempi ai vari cluster e
minimizza una funzione della distanza® tra i punti assegnati ad un cluster e il

3La notazione e la terminologia che utilizziamo per descrivere il metodo c-mean non &
quella con cui ¢ stato originariamente presentato ma & quella introdotta da Bezdek (Bezdek,
1981), che riduce questo algoritmo ad un sotto caso di un pil generale algoritmo di clustering
fuzzy. Anche se non corretta da un punto di vista filologico, adottiamo questa notazione
per uniformita con quella usata in seguito, e perche cio consentira un confronto diretto del
metodo c-mean con quelli successivamente presentati.

4Non fuzzy, sempre nella terminologia introdotta da Bezdek.

5La misura di distanza considerata & quella Euclidea.
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relativo centro. La cifra di merito considerata e la seguente:
n c
2
V(o,U0) =YY pjllzi —vjl>
i=1 j=1
Dove il generico elemento della matrice U e dato da:

L se floi —oi))* < lws — wil|* V1,
Mig =

0 altrimenti.

La partizione generata dall’algoritmo k-mean puo essere usata per inizializ-
zare il valore di n (§ 4.1.2) ponendo ¢; = v;, cioe centrando la j-esima mem-
bership function nel prototipo del j-esimo cluster, e ponendo ¥; uguale al-
la matrice varianza, rispetto a v;, dei punti appartenenti al j-esimo cluster.

Analiticamente:

2 2 L(Dy2

041 = —aj=1Px—=n_ Y5 )
=ttt

O o 0

dove z;” e v;” sono le componenti [-esime dei vettori z; e v; rispettivamente.
Lo scalare o?l occupa il posto (,1) della matrice 3; mentre gli elementi
non appartenenti alla diagonale della matrice X; stessa sono posti uguali a

zero (§ 4.1.2).

Fuzzy c-mean

L’algoritmo c-mean puo essere esteso considerando cluster A; che siano sotto
insiemi fuzzy (Zadeh, 1965) dell’insieme degli esempi Z. In questo caso i valori
i che esprimono ’appartenenza dell’ i-esimo elemento di Z al j-esimo cluster,
sono da intendersi in termini fuzzy: non assumono piil necessariamente valore
0 o 1, ma un valore reale nell’intervallo [0, 1]. Lo spazio delle partizioni fuzzy
di Z puo essere descritto formalmente dall’insieme M:

My = {U € R iy € [0,1],¥i, i Y g = 1,¥i 0< )iy < n,w},

j=1 i=1

L’esempio i-esimo puo dunque appartenere contemporaneamente a piu di uno
dei sotto insiemi A; C Z, con un grado di appartenenza pari a p;; < 1 in
ciascuno.

L’estensione fuzzy del concetto di cluster € appropriata e naturale quando si
desideri utilizzare, come nel nostro caso specifico, la cluster analysis all’interno
del processo di identificazione di un modello fuzzy. La partizione generata
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L’algoritmo Fuzzy c-mean:
1. 7= 0. Inizializzazione della matrice U ad un valore U® € M;.

2. Calcolo dei prototipi: il prototipo del j-esimo cluster & ottenuto
come media degli esempi appartenenti al cluster, pesata in funzione
dei relativi gradi di appartenenza.

7+ A

v _ 2 e
E )

3. Aggiornamento della matrice U:

2 71
WG = lz ( 7) ]

k=1
dove
_ (7+1) 12
Yij = llwe —v; "
Si noti che se per un dato z; risulta v, = 0,
con s€ Sc{l,2,...,c}, cioe se il punto x; si trova sovrap-

posto a uno o piu prototipi, le quantita p;; non possono essere
calcolate. In questo caso i valori p;s sono posti casualmente,
rispettando i vincoli ;s € [1,0] e D ¢ pis = 1.

4. Se V (v UT) < V (v, UM), si torna al passo 2 con
T=717+41.

Figura 4.4: 1’algoritmo di clustering fuzzy c-mean genera una partizione fuzzy
dello spazio degli oggetti considerati.
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dal metodo di clustering viene utilizzata per inizializzare i parametri delle
membership function, cioe di quelle funzioni che hanno il compito di localizzare
nello spazio R di ingresso i vari approssimatori locali, e di determinarne le
modalita di sovrapposizione.

L’algoritmo fuzzy c-mean, descrive i c cluster attraverso dei prototipi v; le
cui posizioni nello spazio R? vengono determinate attraverso un processo di
ottimizzazione che minimizza la cifra di merito:

V(,U0) =3 (i) lzs — v, (4.14)

i=1 j=1

dove ||z; — v;]|* & il quadrato della distanza euclidea tra 1'i-esimo elemento
di Z e il centro del j-esimo cluster, e (u;;)? pesa tale distanza in funzione
del grado di appartenenza dell’s-esimo elemento di Z al j-esimo cluster. Il
parametro p € [1,00) influenza il grado di sovrapposizione dei cluster risul-
tanti. Un valore alto del parametro p ha inoltre implicitamente ’effetto di
diminuire il contributo in V(v,U) di eventuali punti affetti da rumore. Tali
punti infatti hanno tipicamente un basso grado di appartenenza a piu clus-
ter: se 1’i-esimo elemento di Z ¢ tale per cui, pur essendo » i =1, risulta
pi; < 1 V4, un elevato valore di p rende trascurabile il coefficiente (u;;)? e
quindi il contributo del punto i a V(v,U). Lo schema dell’algoritmo fuzzy
c-mean e riportato in figura 4.4.

In generale, adoperare un metodo di clustering per inizializzare un model-
lo fuzzy significa partizionare lo spazio di ingresso riconoscendo esempi simili,
collocare un approssimatore locale in ciscuna delle regioni individuate, e ri-
comporre i vari approssimatori sovrapponendone gli effetti utilizzando delle
membership functions fuzzy. In questo senso, la scelta di un metodo di fuzzy
clustering risulta naturale in quanto il criterio secondo il quale viene effet-
tuata la partizione dello spazio di ingresso, € lo stesso che viene adottato per
ricombinare gli approssimatori locali.

Hyperplane Fuzzy Clustering

Inizializzare I’algoritmo di identificazione parametrica utilizzando la partizione
generata dai metodi c-mean e fuzzy c-mean, significa sfruttare informazioni
riguardanti solo lo spazio di ingresso. I metodi fin’ora visti, partizionano I’in-
sieme Z = {z;}"

i—1, dove z; = (z;,y;) & li-esimo esempio disponibile, cercando
sotto insiemi di vettori x;, cioe cluster delle proiezioni degli esempi z; sullo
spazio di ingresso. Il criterio di similitudine adottato e quindi basato sulla
distanza tra gli esempi, misurata nello spazio R¢ di ingresso.

Nel caso si desideri utilizzare la partizione fornita dalla cluster analysis
per sviluppare un modello fuzzy costituito da un insieme di approssimatori
lineari, cioe un modello che approssimi la funzione in esame attraverso una
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c-Mean: HFC:

D

— t
x Z

Figura 4.5: Cluster Analysis: c-mean Vs. hyperplane fuzzy clustering. Il meto-
do c-mean cerca cluster delle proiezioni degli esempi sullo spazio di ingresso,
mentre il metodo hyperplane fuzzy clustering cerca cluster di punti che, nello
spazio congiunto di ingresso-uscita, giacciano sullo stesso iperpiano.

ipersuperficie ottenuta come composizione smooth di porzioni di iperpiani cias-
cuna localizzata in una determinata regione dello spazio di ingresso, il metodo
di clustering adottato dovrebbe essere in grado di individuare regioni che con-
tengano esempi che giacciano effettivamente sullo stesso iperpiano, e che quindi
possano essere spiegati dallo stesso approssimatore locale lineare. L’algoritmo
di clustering dovrebbe cioe cercare raggruppamenti di esempi che siano vicini
per quanto riguarda le loro proiezioni sullo spazio di ingresso, e che contem-
poraneamente, nello spazio congiunto ingresso-uscita, giacciano sullo stesso
iperpiano.

Fatte queste osservazioni, proponi-
amo il metodo hyper-plane fuzzy clus-
tering (HFC) che pud essere convenien-
temente utilizzato per cercare raggrup-
pamenti di esempi che soddisfino i req-
uisiti sopra illustrati e che quindi e
particolarmente adatto per inizializzare
modelli neuro fuzzy costituiti compo-
nendo approssimatori lineari. Il meto-
do HFC rappresenta ciascun cluster at- Figura 4.6: Le distanze considerate
traverso l'iperpiano su cui si dispon- dall’algoritmo HFC.
gono i punti appartenenti al cluster
stesso, e attraverso un prototipo o centro di massa. I raggruppamenti di es-
empi nello spazio congiunto ingresso-uscita sono individuati minimizzando la
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seguente cifra di merito globale:

V(,U)=> Y ()" (1 — a)d}; + oD, (4.15)

i=1 j=1

dove d;; = ||z — vj|| & la distanza dell’7-esimo esempio dal prototipo del
j-esimo cluster, D;; ¢ la distanza ortogonale dell’i-esimo esempio dall’iper-
piano associato al j-esimo cluster (figura 4.6), il coefficiente p ha lo stesso
significato visto (§ 4.1.3), e a determina il peso relativo dei due contributi.
L’algoritmo che abbiamo implementato ¢ illustrato in figura 4.7.

Nel capitolo 6 mostreremo, attraverso alcuni risultati sperimentali, il miglio-
ramento di prestazioni consentite dall’algoritmo Hyperplane Fuzzy Clustering,
rispetto a quelle ottenibili adottando il metodo c-mean.
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1.

2.

L’algoritmo Fuzzy c-elliptotypes:

7 = 0. Inizializzazione della matrice U ad un valore U(®) € M;.

Calcolo dei prototipi:

n
U(T—f—l) _ Z W.).\p

J iml &) <
Zﬁ (r)

i=1 (“ig )p

(r+1),
S

Calcolo delle matrici di scatter fuzzy

n

SJ(T+1) - Z (Mg))p(zi _ v](r-l—l)) (zz _ U§T+1))T

i=1

Estrazione dei d autovettori principali di S](-TH), cioe degli autovet-

tori A;:H), r = 1,2,...,d, corrispondenti ai d autovalori )\;:H)

pué grandi. Tali autovettori individuano nello spazio congiunto
R I'iperpiano H.

Dalcolo delle distanze dg-ﬂ) tra ogni punto z; da ogni prototipo

{1 e delle distanze ortogonali D}

(74+1)
Hj

tra ogni z; e ogni iperpiano

. Aggiornamento della matrice U:

2 71
) _ % ) ]
Hij —[Z( ik
k=1
dove

Se risulta v;; = 0, con s € S C {1,2,...,c}, i valori y;s sono posti
casualmente, rispettando i vincoli j;; € [1,0] € Y g ptis = 1.

Se V (v, UT) < V (v, UM), si torna al passo 2 con
T=7+1

Figura 4.7: L’algoritmo Hyper-Plane Fuzzy Clustering cerca raggruppamen-
ti di dati adottando un criterio di similitudine basato sulla distanza da un
prototipo e sulla distanza ortogonale da un iperpiano.
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4.2 Identificazione strutturale

La fase di identificazione strutturale consiste nella scelta della corretta comp-
lessita della funzione parametrica f(x, o) da utilizzare per costruire un modello
del fenomeno che ha generato 'insieme Z degli esempi disponibili (§ 2.4). Per
un modello neuro-fuzzy, avendo fissato la famiglia parametrica degli approssi-
matori locali e quella delle funzioni di appartenenza, il parametro che si e scelto
di adottare come indice della complessita, quello rispetto al quale si vuole de-
terminare la struttura ottima, € il numero m di approssimatori locali di cui
e costituito il modello stesso. Per evidenziare la dipendenza del modello dal
numero m, indicheremo con la notazione f™(z,«) il modello fuzzy composto
da m approssimatori locali.

Nell’approccio fuzzy linguistico e in gran parte della letteratura neuro-fuzzy
la scelta del valore di m & lasciata all’analista e viene effettuata considerando
conoscenza a priori sul fenomeno in esame. Nell’ottica di automatizzare il
piu possibile il processo di apprendimento, abbiamo applicato un metodo per
estrarre dai dati Z I'informazione necessaria per determinare il valore di m che
consenta i migliori risultati in generalizzazione.

Il metodo che proponiamo, e che abbiamo implementato, opera un’es-
plorazione esaustiva di un intervallo specificato dall’analista dello spazio del
parametro m cercando il valore m di tale parametro che minimizza, come una
stima della capacita di generalizzazione, l'errore in cross-validation (§ 2.3.2)
commesso dal modello f™(z, «).

Per ogni valore di m da My, a Mpe, viene valutato l'errore di
cross-validation commesso dal modello di complessita m. Tale valore viene ot-
tenuto dividendo in maniera casuale I’insieme Z in 10 sotto insiemi, e utilizzan-
do ciascuno di questi per validare il modello f™(z, «) identificato utilizzando
gli altri 9 sottoinsiemi.

Il risultato di tale processo € un grafico del tipo di quello riportato in
figura 4.8 dal quale & possibile estrarre informazioni sul numero ottimo di re-
gole da adottare. In ascissa sono riportati i valori m di complessita esplorati
mentre in ordinata compare una stima dell’errore in generalizzazione e un rel-
ativo intervallo di confidenza. L’andamento tipico mostrato da questi grafici
e caratterizzato da un’iniziale diminuzione della stima dell’errore in general-
izzazione, alla quale segue una lieve tendenza all’aumento. Spesso al crescere
di m l'intervallo di confidenza tende ad allargarsi.

Ottenute queste informazioni sull’andamento dell’errore in generalizzazione
rispetto al numero di approssimatori locali, possono essere utilizzati metodi di
hypotesis testing o metodi guidati dall’utente per selezionare il valore di m che
promette migliori prestazioni in generalizzazione.
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Figura 4.8: Errore in cross validation contro numero delle regole m. Il tratto
continuo rappresenta, in questo grafico, il valor medio sugli insiemi di cross
validation, della radice quadrata dell’errore quadratico medio (RMSE). Le
linee punteggiate individuano un intervallo di confidenza e sono tracciate a
una distanza dalla linea continua pari alla varianza campionaria dei valori del
RMSE relativi ai diversi insiemi di validazione.
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Capitolo 5

Lazy Learning adattativo

L’approccio Lazy Learning ridefinisce ’obiettivo dell’apprendimento: il prob-
lema della stima di una funzione viene decomposto dai metodi memory-based
in una serie di problemi disgiunti, consistenti ciascuno nella stima del valore
assunto in uno specifico punto dalla funzione stessa. Ciascuno dei sotto prob-
lemi definiti viene affrontato identificando un modello locale ad-hoc che opera
senza interazione con il resto della struttura. Questo approccio, come sara ev-
idenziato dai risultati sperimentali, consente di trattare megli quelle situazioni
in cui e disponibile una quantita limitata di esempi e soprattutto quando gli
esempi dati non sono disposti uniformemente sullo spazio di ingresso.

Risulta naturale desiderare di rendere locale anche la fase di identificazione
strutturale, e quindi definire la struttura ottima di ciascuno dei modelli locali
indipendentemente da quella utilizzata per gli altri. Per ogni valore x, del-
I’ingresso, € possibile estrarre dagli esempi disponibili sia informazioni relative
alla struttura ottima del modello locale, sia informazioni relative ai parametri
di tale modello. Il criterio secondo il quale viene valutata la capacita di gen-
eralizzazione di un modello locale, criterio sul quale si basa I'identificazione
strutturale nel contesto del lazy learning, ¢ una versione locale del metodo di
validazione leave-one-out (§ 2.3.3).

In una prima implementazione dell’approccio lazy learning, abbiamo reso
adattativa la selezione del grado del polinomio approssimante (§ 3.3.2) e la
larghezza di banda (§ 3.3.2). Come vederemo in seguito, ¢ possibile estendere
I’'uso della validazione locale anche ad altre fasi del processo di apprendimento
ed impiegarla in fase di feature selection o abbinata alla principal component
analysis (§ 2.1.3). 1l criterio della validazione locale non & quindi da consid-
erarsi solo ed esclusivamente in fase di identificazione strutturale ma, nell’ap-
proccio Memory-Based, € un valido strumento di supporto che I'analista puo
impiegare in varie fasi del processo di apprendimento.

Nel seguito di questo capitolo presenteremo il metodo lazy che abbiamo
implementato. Mostreremo la struttura degli approssimatori locali, i parametri
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che li descrivono e I'implementazione del metodo di validazione locale che funge
da guida alla selezione della stuttura ottima.

5.1 Ordine del polinomio approssimante

Comunemente, la scelta della famiglia parametrica di funzioni da usare come
approssimatori locali cade sulla famiglia dei polinomi di grado p (§ 3.3.2). In
letteratura e frequente 1'uso di costanti e di polinomi lineari, meno frequente
quello di polinomi quadratici o cubici. Il passaggio dall’utilizzo di un polinomio
ad esempio di primo grado ad uno di secondo, in molte applicazioni porta ai
dei cambiamenti sostanziali nei risultati. Una soluzione di compromesso tra
polinomi di gradi contigui puo essere ottenuta considerando come famiglia
parametrica quella dei polynomial mizing.

Il polynomial miring € una combinazione lineare di polinomi, applicato
in origine da Mallows per affrontare problemi di regressione parametrica glob-
ale (Mallows, 1974). La versione locale, quella da noi adottata, & stata proposta
per la prima volta da Cleveland, Hastie e Loader (Cleveland et al., 1995).

Un polynomial mizing € un’estensione del polinomio algebrico classico in
cui il grado non & piu vincolato ad essere un numero intero ma puo assumere
un qualsiasi valore non negativo p. Se p € un intero si riottiene un polinomio
classico, nel caso generico risulta invece p = b+ ¢, dove b € un intero e c ¢ tale

per cui 0 < ¢ < 1. Dato un insieme di punti Z = {(z;,5;)}" .
i—1, la stima della

funzione di regressione di y su x fornita dal polynomial mizing di grado p e
la combinazione lineare del polinomio approssimante di grado b e di quello di
grado b+ 1, presi con i pesi 1 — ¢ e c rispettivamente. Formalmente risulta:

[Pz, 6p) = (1 = o) Py(x, 6p) + ¢ Poy1 (2, Gp1),

dove Py(xz,dp) e Pyr1(w,Gp41) sono i migliori stimatori polinomiali,
rispettivamente di grado b e b+ 1, della funzione di regressione.

Nella nostra implementazione, la scelta del grado del polynomial mizing da
adottare e stata resa adattativa. L’algoritmo di apprendimento sfrutta il crite-
rio della minimizzazione dell’errore locale in validazione per selezionare auto-
maticamente il valore ottimo p, per il dato valore dell’ingresso z, relativamente
al quale é richiesta la stima dell’uscita.

5.2 Dimensione del neighborhood

Un altro parametro strutturale rispetto al quale il metodo e stato reso adat-
tativo e la larghezza di banda, cioe la dimensione della regione, centrata nel
punto z,, all’interno della quale la funzione non nota viene approssimata da
un modello locale.
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Come indice della dimensione di tale regione si e considerato il numero £ di
esempi appartenenti a Z che vengono a trovarsi all’interno della regione stessa.
In letteratura si usa riferirsi alla misura della larghezza di banda attraverso il
numero k di vicini con il nome di Nearest Neighbor bandwidth selection (Cleve-
land & Loader, 1996). La ragione di tale scelta & semplice: una larghezza di
banda costante provoca grosse oscillazioni nella varianza della stima a causa
della diversa distribuzione delle osservazioni nello spazio di ingresso. Adot-
tando una larghezza di banda costante puo accadere, al limite, che nessuna
osservazione cada all’interno della regione considerata e che quindi la stima
sia impossibile. La Nearest Neighbor bandwidth selection garantisce che effet-
tuando la stima di regressione siano sempre considerati un numero costante k
di esempi.

Tipicamente, la scelta del valore £ ¢ effettuata in maniera euristica e il val-
ore scelto viene mantenuto costante per ogni valore x,. L’approccio adattivo
prevede una scelta locale del valore k, che deve essere adottato per stimare
il valore che la funzione di regressione assume in un determinato punto x..
Si noti I'importanza di abbinare la selezione dei valori ottimi locali &, e p,.
Tali quantita sono intimamente collegate in quanto insieme giocano il ruolo di
determinare le componenti bias/variance dell’errore di stima (§ 3.3.2). Intu-
itivamente cio puo essere spiegato osservando che un valore alto di p,, quindi
I’'utilizzo di un polinomio di grado elevato descritto da pitt parametri, richiede
necessariamente che si consideri un neighborhood vasto e quindi un valore
elevato di k..

5.3 Feature selection

Un altra fase del processo di apprendimento alla quale & possibile estendere
I'uso della validazione locale ¢ quella della trasformazione dei dati (§ 2.1.3).
Il sistema implementato consente, per ogni valore dell’ingresso z,, di valutare
se una determinata componente dello spazio di ingresso possa o meno con-
tribuire alla stima del valore g, assunto dall’uscita. Anche tale valutazione
e effettuata utilizzando come criterio la stima dell’errore fornita dal metodo
leave-one-out (Bersini et al., 1997a).

5.4 Identificazione parametrica e strutturale

In questo paragrafo illustreremo ’algoritmo di identificazione utilizzato per de-
terminare il valore ottimo dei parametri del modello utilizzato come approssi-
matore locale della funzione di regressione. Anche nel caso del memory-based
learning e possibile distinguere, all’interno del processo di apprendimento, due
fasi separate: una di identificazione parametrica e una di identificazione strut-
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L’algoritmo.
Per un dato valore x, dell’ingresso:
for k ... Ciclo sulla dimensione del neighborhood

for p ... Ciclo sul grado del polynomial mizing

1. Identificazione dell’approssimatore locale f,(z,a) di gra-
do p centrato in z,, utilizzando i £ esempi appartenenti
a Z piu vicini a z,

2. Valutazione del modello locale f,(z, ) nel punto z,

3. Validazione del modello locale f.(z,«) attraverso la
PRESS statistic

end for
end for

La stima del valore y, restituita dal metodo lazy learning € quella fornita
dal modello che presenta il minor valore dell’errore quadratico medio
valutato attraverso la PRESS statistic.

Figura 5.1: L’algoritmo Lazy Learning Adattativo che & stato implementato.

turale. Coerentemente con la filosofia lazy, e contrariamente a cio che avviene
nel caso dei metodi model-based, le due fasi sono ripetute ogni volta che deve
essere stimata l’uscita y, relativa ad un certo valore dell’ingresso.

Per un dato valore z,, la struttura ottima' m, ¢ individuata attraverso un
processo trials and errors (§ 2.4). Lo spazio del parametro strutturale viene es-
plorato, e per ogni valore di m, cioé per ogni coppia (p, k), grado dell’approssi-
matore locale e numero di vicini, viene identificato un modello locale la cui
capacita di generalizzazione viene stimata attraverso il metodo leave-one-out?.
Come stima del valore y, viene presa quella ottenuta valutando in z, il modello
locale che ha dimostrato la migliore capacita di generalizzazione. Uno schema
dell’algoritmo adottato e riportato in figura 5.1.

'Per semplicita di trattazione, facciamo qui riferimento al caso in cui il sistema sia adat-
tativo per quanto riguarda il grado del polynomial mizing e del numero di vicini considerati.
L’estensione al caso pil generale in cui il metodo di validazione & utilizzato in fase di feature
selection, non presenta difficolta concettuali ulteriori.

2In realtd viene utilizzata una versione locale della PRESS statistics (§ 5.5), fun-
zionalmente equivalente al leave-one-out ma meno costosa in termini di tempo di
computazione.
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5.4.1 I parametri del modello locale

Sfuttando la linearita dei modelli utilizzati come approssimatori locali, dati i
valori correnti di p e di k, l'identificazione parametrica puo essere effettuata
attraverso il metodo dei minimi quadrati (§ 2.2.1).

Modelli lineari globali

Consideriamo in principio il problema dell’identificazione dei parametri di
un modello lineare globale. L’identificazione di un modello locale sara de-
scritta modificando D'algoritmo globale. Utilizzando la notazione gia in-
trodotta (§ 3.3.2), un polinomio di grado b pud essere scritto nella forma
seguente3:

f(:v,oz) = Za’j(bj(x), (51)

dove «; € la j-esima componente del vettore o, ¢ = (d+0b)!/(dld!) e il
numero di termini di cui ¢ composto un polinomio di grado b se il vettore x
ha d componenti, e ¢;(z) € un monomio di grado minore o uguale a b, ottenuto
dalla seguente:

d

¢;(2) =[] =)™,

=1

dove z(® & la l-esima componente del vettore z € R¢, e le quantita ;i SOno
interi tali che v; >0 e S0, ~; < b. In forma vettoriale la (5.1) pud essere
convenientemente riscritta come

f(:U, a’) = ¢T04, (5.2)

dove si sia posto ¢(z) = [¢1(2), ¢a(), . . ., ¢4(x)]". Si noti che con ¢ = d + 1,
ponendo ¢;(z) = 2 e @qy1(x) = 1, la (5.2) & un polinomio di primo grado,
cio¢ un’iperpiano nello spazio ingresso-uscita. Per ¢ = 1, con ¢;(z) = 1 si ot-
tiene il polinomio costante. Si indichi inoltre con Y il vettore [y1,ya, ..., Y],
e con ® la matrice la cui i-esima riga & il vettore ¢(z;)T dove x; ¢ il valore del-
I’ingresso dell’i-esimo esempio in Z. L’intero insieme degli esempi puo quindi
essere descritto dalla seguente equazione matriciale:

Y = da. (5.3)

3Si noti che D'identificazione di un polynomial mizing di grado p = b+ c si riduce al-
I'identificazione dei parametri di un approssimatore polinomiale di grado b e di uno di
grado b+ 1 (§ 5.1)
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Utilizzando la notazione cosi definita il valore ottimo dei parametri o del mod-
ello della funzione di regressione globale si ottiene risolvendo in « le equazioni
normali (§ 2.2.1):

(@7®) a = @"Y. (5.4)
Da cui si ottiene:
a=(279) 'oTY.

In realta I'inversione della ®*'® non ¢ il modo migliore dal punto di vista nu-
merico per risolvere le equazioni normali. Esistono in letteratura altre tecniche
numeriche piu efficienti ed accurate quali, ad esempio, il metodo di pseudo
inversione (Press et al., 1995). Come descritto in seguito, il metodo da noi
adottato & il metodo di ridge regression (§ 5.4.1) che consente di risolvere quelle
situazioni in cui i dati non coprono alcune direzioni ello spazio di ingresso.

Modelli lineari locali

Nell approccio lazy learning ’obiettivo per il quale viene stimata la funzione
di regressione ¢ quello di fornire una stima del valore y, assunto in z, dalla
funzione in esame. Dato questo obiettivo ha senso che la stima della funzione di
regressione sia fatta in funzione del punto x, e che il modello lineare identificato
sia ritagliato specificatamente per affrontare il problema considerato.

Un modello lineare f,(x,«) specifico per essere valutato nel punto z, pud
essere ottenuto considerando solo le k osservazioni pil vicine* a z, nello spazio
di ingresso, e dando a queste un peso differente tale per cui quelle piu vicine
influenzino maggiormente di quelle lontane il valore del parametro « identifica-
to (§ 3.3.2). Formalmente cio significa considerare l'insieme Z, = {(x;, y,-)}f:1
dei k esempi appartenenti a Z tali per cui ||z; —z.|| < ||z; —z.||, Vi, j: z; € Z,,
xj & Z,; e associare a ciascuno di questi un peso

w; = /K (||lzs — zi]) -

Tipicamente la funzione K (||z. —z;||) ¢ una funzione a campana®. Introducen-
do la matrice diagonale W tale per cui W;; = w;, € possibile pesare le varie

4Si considera come misura di distanza la norma Euclidea.
5Nella nostra implementazione sono state adottate funzioni tricubiche o gaussiane. La
funzione tricubica & definita come (Cleveland, 1979):

t(u) _ {(1 - |“|3) ’ |u| <L

o, lu] > 1.
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osservazioni nel modo seguente:

U =W3,
T = WY.

Dove la matrice ¥ & tale per cui la j-esima riga ¢ uguale al vettore 7,
con ; = w;¢;; I'i-esimo posto del vettore T e invece occupato da v; = w;y;. |
parametri del modello lineare locale e pesato si ottengono risolvendo in a;, le
nuove equazioni normali:

(T"0)a=0"T,
ottenendo:
a=(070) U,

In ultima analisi quindi, fissato il grado del polinomio approssimante e il
numero di vicini considerati, la stima del valore y, fornita dal metodo lazy
learning e data da:

J. = ¢(z,) (V7)Y (5.5)

Ridge regression

Un problema potenziale che potrebbe verificarsi € che i dati potrebbero essere
distribuiti nello spazio di ingresso in maniera tale che la matrice U7 W presente
nella (5.5), sia quasi singolare. Tale situazione si verifica se non esistono, in
un intorno di ¢(zx,), dei punti con peso diverso da zero che coprono tutte le
direzioni dello spazio dei vettori ¢. In tal caso il rango di ¥7¥ non & massimo
e quindi non sono date sufficienti equazioni indipendenti per determinare tutte
le componenti del vettore dei parametri a. Una soluzione a questo problema e
fornita dalla ridge regression (Myers, 1994) che consiste nel risolvere, al posto
delle equazioni normali, la seguente equazione matriciale:

(TTT +A)a=0"T + Aa, (5.6)

dove A & una matrice diagonale i cui elementi A\? sono piccoli e positivi. 1l
vettore & e invece una stima a prior: del valore di . Tipicamente & e un
vettore i cui elementi sono tutti nulli.

Identificare il valore del parametro « risolvendo la (5.6) equivale ad aggiun-
gere agli esempi realmente disponibili un numero di osservazion: fittizie che,
in assenza di dati che coprano tutte le direzioni dello spazio di ¢, introducono
un bias sul valore di a forzando la soluzione identificata verso il vettore a.
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5.5 Validazione locale

Il cuore del metodo lazy learning adattativo che abbiamo implementato e
costituito dal metodo di validazione. Per una data struttura descritta dal
parametro m, e possibile ottenere una stima della capacita di predizione di y,
da parte del modello locale che possiede tale struttura, valutando I’errore
commesso nella predizione di ciascun valore y;, con z; € Z,, dal model-
lo f™(z,«) addestrato con tutti gli esempi Z, escluso 'i-esimo. Questo &
il principio del leave-one-out adattato al caso locale (Atkeson et al., 1996). I
lazy learning e tale per cui il metodo di validazione leave-one-out puo essere
adottato, con un costo computazionale accettabile, impiegando una versione
locale della PRESS statistic (§ 2.3.3).
Risulta comodo definire preventivamente alcune grandezze che verranno
utilizzate nella dimostrazione:
€/, B lerrore commesso nella predizione del valore y; dalla stima locale della
funzione di regressione centrata in x;. Tale stima e ottenuta identificando
un modello locale attraverso gli esempi (z;, y;) con j # ¢, pesati ciascuno
in funzione della distanza da z;.
€y, B’ l'errore commesso nella predizione del valore y; dalla stima locale della
funzione di regressione centrata in x,. In questo caso cioe il modello lo-
cale ¢ identificato pesando gli esempi ciascuno in funzione della distanza
da z, (figura 5.2).
T E’ 'errore commesso nella predizione del valore y; dalla stima locale della
funzione di regressione centrata in x,, pesato in funzione della distanza
di z; da z,. Risulta cioe:

T, = G\ K (l2i = @)

Si noti che r{} & sempre un residuo di cross-validation, ottenuto
rimuovendo 1’esempio i-esimo esempio dal training set.

riz. I lerrore commesso nella predizione del valore y; dal modello centrato
in z, e identificato usando tutti gli esempi, pesato sempre in funzione
della distanza di z; da z,.In sostanza r; ;, € la versione pesata dell’errore
di risostituzione (§ 2.3).

Definite queste grandezze ¢ possibile ottenere una versione locale di un metodo
di validazione, seguendo la stessa strada che si € seguita per ottenere un metodo
di identificazione locale a partire da uno globale.

L’obiettivo & quello di ottenere una stima della capacita di predizione di y,,
non noto, da parte del modello centrato in x,. Modello ottenuto come stima
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pesata della funzione di regressione e identificato usando gli esempi (z;, y;)
pesati in funzione della distanza ||z; — .||

Come stima di tale grandezza si consideri la media pesata degli errori
quadratici di leave-one-out commessi dai modelli centrati nei vari punti z;.
Si consideri cioe la quantita:

(65K (las = .
sy = Sl K (e = ) 65

K (|lzi — z.ll)

Si approssimi ora ’errore commesso nella predizione di y; dal modello centrato
in z; con l'errore commesso dal modello centrato in z,. Formalmente cio
significa porre €, ~ €, . La (5.7) puo essere riscritta come:

_QVZK p— (rcv )2
igge — Sl K (s = ) _ Sulri ) 63)

32 K (llwi — =) ket

dove ke = Y, K(||z; — z.||) rappresenta il numero efficace di esempi con-

siderati, e dove r{, & il residuo pesato di cross-validation. Il valore del resid-
uo pesato di cross-validation ¢ legato al residuo pesato di sostituzione dalla
seguente:

cv Ti,ﬂv*

Towe T T GT(@T + A)

Finalmente, ’equazione dell’errore quadratico medio di cross-validation puo
essere scritto come:

1 T; 2
M ECV = — L ’ .
w7 = 0 (e ) 6

La (5.9) ¢ una versione locale della PRESS statistic e consente di eseguire
una validazione leave-one-out senza la necessita di dover identificare ogni
volta il modello per ogni punto escluso. I valori r;,, si ottengono infatti
semplicemente valutando nei vari punti z; il modello identificato per sti-
mare ¥, e quindi centrato in z,. Questo procedimento richiede quindi che la
matrice U7 + A venga invertita solo una volta.

Il metodo lazy learning € dunque un metodo che consente di fornire una stima
del valore assunto da una funzione in un determinato punto, senza identifi-
care un modello globale. Le caratteristiche dell’approssimatore utilizzato per
fornire tale stima possono essere determinate localmente e quindi adattate
punto per punto alle caratteristiche della funzione in esame. I risultati sper-
imentali che presenteremo mostreranno che questo approccio ¢ in grado di
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fornire buoni risultati qualora i dati disponibili siano scarsi. Per concludere
questo capitolo, I’aspetto che merita essere discuso e quello che caratterizza il
metodo: la lazyness. Ogni operazione necessaria alla stima del valore assunto
in un punto viene ritardata fintanto che una stima non viene esplicitamente
richiesta. Ci0 comporta svantaggi e vantaggi. Se la base di esempi non varia
nel tempo, un metodo model-based richiede per ogni singola stima un tempo di
calcolo inferiore e richiede che siano memorizzati solo i parametri del modello
e non tutti gli esempi come nel caso del metodo lazy. Per contro, un metodo
memory-based ripete ogni volta l'intero processo di stima: questo consente di
modificare di volta in volta la base di esempi considerata e di aumentarne la
dimensione qualora di rendesse disponibile nuova informazione. La conclu-
sione che si deve trarre da queste osservazioni e che la scelta dell’architettura
da adottare e sempre dettata dalle caratteristiche del problema in esame e che
non e possibile indicare un’approccio che sia assolutamente superiore agli altri.

Figura 5.2: PRESS statistic locale. 1’errore commesso nella predizione di y;
dal modello centrato nel punto x;, cioe quello identificato pesando gli esempi
disponibili attraverso la funzione K;, viene approssimato dall’errore commesso
dal modello identificato utilizzando come funzione peso la funzione K,, cioe
dal modello identificato per stimare il valore non noto y,. Formalmente cio
significa porre €% =~ € . Questa approssimazione consente di sviluppare
un metodo di validazione leave-one-out locale che, sfruttando la linearita nei
parametri della famiglia di approsimatori locali adottati, richiede l’identifi-
cazione di un unico modello, e non di k£ se k£ sono gli esempi coinvolti nel
processo di validazione stesso.
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Esperimenti

6.1 Ricostruzione di una superficie

Il primo degli esperimenti che presentiamo riguarda il problema della ri-
costruzione di una superficie nota solo attraverso un limitato numero di esempi
affetti da rumore. Ciascun esempio z; = (x;, ;) € stato ottenuto campionando
in maniera uniformemente casuale il dominio [—1, 1] x [—1, 1] della funzione

y = 4sin (7r 331(-1)) + 2cos <7r xZ@)) + N(0,0.5), (6.1)

dove con N(0,0.5) si ¢ indicato un rumore bianco a media nulla e deviazione
standard pari a 0.5. L’informazione disponibile per la ricostruzione della super-
ficie & costituita da un insieme Z = {2;}>°) composto di 200 esempi (figura 6.1).

L’indice che e stato adottato per valutare la capacita di un generico meto-
do di apprendimento di fornire una soluzione al problema sopra definito, € la
radice del valor medio campionario del quadrato dell’errore (RMSE) commes-
so su un insieme, indipendente da Z, composto da 1024 punti campionati
regolarmente sul dominio di ingresso, e non reso disponibile durante fasi di
identificazione parametrica e strutturale.

6.1.1 I metodi di apprendimento confrontati

Il benchmark cosi definito & stato utilizzato per confrontare, nelle medesime
condizioni sperimentali, alcuni metodi appartenenti alla famiglia neuro-fuzzy,
a quella memory-based, e a quella mizture of experts. 1 sistemi considerati sono
1 seguenti.

1. Un sistema fuzzy composto da modelli locali costituiti da funzioni lin-
eari. I contributi dei vari approssimatori locali sono combinati attraver-
so funzioni di appartenenza triangolari normalizzate. Le posizione e le

89
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Figura 6.1: T 200 dati utilizzati come training set sono stati ottenuti cam-
pionando in maniera uniformemente casuale (figura a) la funzione y =

4sin (7r a:z(-l)) + 2cos (7r a:z(?)) + N(0,0.5) nel dominio [—1,1] x [—1,1]. Per
dare un’idea della potenza del rumore, riportiamo 1024 campioni estratti
dalla stessa funzione e disposti su una griglia regolare (figura b).

basi delle funzioni di appartenenza sono state inizializzate attraverso il
metodo di clustering c-mean.

. Un sistema fuzzy caratterizzato da funzioni di appartenenza gaussiane

non normalizzate e da modelli locali lineari. Il metodo di inizializzazione
adottato e il c-mean.

. Un sistema fuzzy con funzioni di appartenenza gaussiane non normaliz-

zate, modelli locali lineari. I centri e le basi delle membership function
sono inizializzati con il metodo hyperplane fuzzy clustering sfruttando
informazioni dallo spazio congiunto ingresso-uscita.

. Un sistema fuzzy in cui gli approssimatori locali sono delle costanti, e

le funzioni di appartenenza sono gaussiane non normalizzate. Si noti
che in questa configurazione un sistema fuzzy e equivalente a una radial
basis function network. 1 parametri delle funzioni di appartenenza sono
inizializzati attraverso il metodo c-mean.

. Un sistema mixture of experts con un solo gating network che funge da

arbitro tra piu esperti posti tutti allo stesso livello gerarchico.

. Un sistema Hierarchical mixture of experts organizzato come un albero

binario.
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7. Un metodo lazy learning adattativo basato sulla regressione locale, pesa-
ta da una funzione tricubica. La famiglia parametrica a cui appartengono
gli approssimatori locali ¢ quella dei polynomial mizing.

Per tutti gli approcci, ad esclusione di quello lazy, il numero ottimale di modelli
locali da impiegare e stato individuato sulla base di un processo di validazione
effettuato attraverso il metodo cross-validation.

Abbiamo diviso casualmente l'insieme Z degli esempi disponibili in 10
sottoinsiemi' Z;, in maniera tale che ognuno di questi contenesse campioni
della funzione in esame che fossero uniformemente distribuiti sul dominio
considerato.

Per ogni grado m di complessita da my;, a Mpe, abbiamo valutato,
come indice della capacitd di generalizzazione del modello di complessita m,
la quantita RMSE?,, radice della media del quadrato dell’errore di cross
validation:

10
1
m MSE™
RMSEY, = 1 ;R SE}",

con

¢ 9
RMSET = nit Y (y — (s o Z\Zt)) ,
(wif?;)ezt
dove n; ¢ il numero di esempi (z;,y;) appartenenti a Z;, e f™ (a:z-, Q; Z\Zt) eil
modello identificato utilizzando gli esempi disponibili, ad esclusione di quelli
appartenenti a Z;.

La scelta del valore ottimo del grado di complessita ¢ stata effettuata in
base alle informazioni estratte dal grafico RMSE?, contro m. Al crescere della
complessita il valore dell’indice di errore tipicamente decresce fino a stabiliz-
zarsi, e in alcuni casi torna ad aumentare. Come valore ottimo di m & stato
selezionato quello in corrispondenza del quale il RMSE?; cessa di diminuire.

Selezionato il valore ottimo di m si e identificato un modello di tale comp-
lessita utilizzando tutti gli esempi Z. Il modello cosiottenuto e stato valutato
sull’insieme dei 1024 dati nascosti?. L’identificazione finale & stata ripetuta

IE’ pratica comune utilizzare una 10-fold cross validation quando sono disponibili cam-
pioni delle dimensioni dell’insieme Z dato (Weiss & Kulikowski, 1991). In tali condizioni
questo metodo di validazione fornisce una stima sufficientemente accurata dell’erore in
generalizzazione (Kohavi, 1995)

2Nei testi in lingua inglese si usa ’espressione “hidden data” per indicare quei dati non
resi disponibili in fase di identidicazione parametrica o strutturale, ma tenuti da parte per
una valutazione finale.
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piu volte per verificare la capacita dell’algoritmo di ottimizzazione, e di quello
di clustering, di ritrovare la stessa soluzione anche partendo da inizializzazioni
diverse?.

Il parametro m, per i sistemi descritti ai punti [1] [2] [3] [4] [5], rappresenta
il numero di modelli locali di cui € composto il sistema stesso. Nel caso del
sistema hierarchical mizture of experts [6], m & il numero di livelli gerarchici
che compongono 'albero binario che descrive il modello. Il numero dei modelli
locali & pari dunque dunque a 2™.

Per quanto riguarda il lazy learning [7], non & definito un indice m di
complessita globale: per ognuno dei 1024 punti appartenente all’insieme dei
dati nascosti, viene eseguita sia la fase di identificazione parametrica, sia quella
strutturale.

6.1.2 I Risultati Sperimentali

I risultati ottenuti sono riassunti in tabella 6.1 nella quale, per ogni sistema uti-
lizzato, sono presentati: il grado di complessita stimato come ottimo, il relativo
RMSE stimato in cross validation e il RMSE misurato sui 1024 dati nascosti.
Per quanto riguarda quest’ultima quantita, nel caso dei sistemi appartenenti
alla famiglia neuro-fuzzy [1] [2] [3] [4], riportiamo la media e la deviazione
standard dei RMSE ottenuti sui dati nascosti da 8 modelli del tipo dato e del-
la complessita prescelta ma ottenuti a partire da una diversa inizializzazione
casuale dell’algoritmo di clustering; questo per verificare quanto la soluzione
ottenuta dipenda dalla particolare istanza dell’inizializzazione. Nel caso dei
sistemi [5] e [6] appartenenti alla famiglia mixture of experts, riportiamo solo
il valor medio del RMSE ottenuto in due identificazioni successive. Il risul-
tato del lazy learning [7], al contrario, dipende esclusivamente dall’insieme Z
assegnato, riportiamo quindi semplicemente il valore del RMSE misurato.

I migliori risultati sono stati ottenuti dal modello fuzzy [3] caratterizzato
da conseguenti lineari, membership function gaussiane, e inizializzato con il
metodo hyperplane fuzzy clustering. Riteniamo che la ragione di tale buona
prestazione sia proprio da ricercarsi nell’abbinamento di approssimatori lineari
con il metodo di inizializzazione che cerca appunto cluster che siano iperpiani
nello spazio congiunto di ingresso-uscita. Inoltre, la bassa deviazione standard
del RMSE ¢ da leggere come un indice della capacita del metodo hyperplane
fuzzy clustering di convergere ad una buona soluzione a partire da diverse
inizializzazioni casuali.

Un’altra conclusione che si vuole trarre dai risultati presentati, riguarda
il metodo lazy learning. Al contrario dei metodi fuzzy e mixture of experts,

3Si noti che gli algoritmi di clustering utilizzati per inizializzare le caratteristiche delle
membership function necessitano a loro volta di una inizializzazione che viene effettuata in
maniera casuale.
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Sistema || Complessita | RMSE stimato || RMSE misurato
[1] Fuzzy 9 1.0863 || 1.4042 + 0.3350
[2] Fuzzy 21 0.6081 || 0.6357 4 0.0257
[3] Fuzzy 13 0.5807 || 0.5525 =+ 0.0142
[4] RBF 22 0.7610 || 0.8249 4+ 0.1101
[5] ME 20 0.8001 || 1.0050
6] HME 3 0.6994 || 0.6776
[7] Lazy - - || 0.7684
Tabella 6.1: Ricostruzione di una superficie. Un confronto tra sette sistemi

appartenenti alle famiglie neuro fuzzy, lazy e mixture of experts.

il lazy learning non introduce nessun vincolo esplicito sulla smoothness della
soluzione: ognuno dei 1024 punti appartenenti all’insieme dei dati nascosti
viene trattato come un caso di predizione a se stante.
risalire la causa della prestazione inferiore del metodo lazy in questo specifico
caso, in cui la superficie da ricostruire ha effettivamente delle proprieta di

smoothness.

A questo ¢ da far
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Fuzzy Inference System

Composto da approssimatori locali lineari combinati con fun-
zioni di appartenenza triangolari normalizzate. L’inizializ-
zazione e stata effettuata con l'algoritmo c-mean.

18} 1
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Figura 6.2: Sistema [1]: grafico della stima di cross validation
dell’errore quadratico medio contro il numero di approssimatori
locali. Il livello di complessita per il quale il sistema ottiene
I’errore minore pari a m = 9.
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Figura 6.3: Sistema [1]: la superficie ricostruita da otto modelli fuzzy com-
posti da 9 approssimatori locali lineari combinati da funzioni triangolari nor-
malizzate. 1 modelli sono stati ottenuti fornendo all’algoritmo c-mean diverse
inizializzazioni casuali per le posizioni dei prototipi. Le soluzioni ottenute sono
caratterizzate da valori del RMSE nell’intervallo 1.1185—1.5128.
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Fuzzy Inference System:

Composto da approssimatori locali lineari combinati attraver-
so funzioni di appartenenza gaussiane non normalizzate, e
inizializzato con 1’algoritmo c-mean.

1.6 b
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Figura 6.4: Sistema [2]: grafico della stima di cross validation
dell’errore quadratico medio contro il numero di approssima-
tori locali. 1l livello di complessita selezionata in base alle
informazioni fornite da questo grafico ¢ pari a m = 21.
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Figura 6.5: Sistema [2]: la superficie ricostruita da otto modelli fuzzy composti
da 21 approssimatori locali lineari combinati da funzioni gaussiane non nor-
malizzate. 1 modelli sono stati ottenuti fornendo all’algoritmo c-mean diverse
inizializzazioni casuali per le posizioni dei prototipi. Le soluzioni ottenute sono
caratterizzate da valori del RMSE nell’intervallo 0.5929—0.6736.
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Fuzzy Inference System:

caratterizzato da funzioni di appartenenza gaussiane non nor-
malizzate e approssimatori locali lineari. L’inizializzazione e
stata effettuata con ’algoritmo hyperplane fuzzy clustering.
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Figura 6.6: Sistema [3]: grafico della stima di cross validation
dell’errore quadratico medio contro il numero di approssimatori
locali. 1l livello di complessita che ha consentito i migliori
risultati in cross validation e m = 13.



6.1. Ricostruzione di una superficie 99

A
s
77

N
pOSeAN
OSSN

10 _
(SN e y
7SSO W 7 L7555 5SS
RSN 2SN RS
7 OSSN \ NS
ARSI AN
IS % I CRIST
1l IS KBRS
0 O S= S ARBBIIEESS
0 RN > 0 0 <SG 02,2
5
SN ) \ iy i %

2 I
TN
5SSO

SN

SN

775 S5
55 oSN o
V00522277 5255250 S0 N\ Vi \
XSS LRSS
KBS 7
7 N . %

s
SN

A SISO
LT3N

10 ,,,',i;? 77 32\
N =
17 NN Y s Wiyt SN
NN N7 EE550N 5SS
77 7 5SS K OK K SIS /1111010l Uy DI, SN
RSN OIS XSS
N "‘00,%‘0,0.‘\&\\ TSN KGN
SNBSS N NS NN AESSS
0 = IS 0 Vi 2 '0‘ IS 0 220000 ‘00'& %
KUK {;;;I',",QQOQOQI,@% Sy
S NS SIS
-5 N ““ “O’::‘:" :’ 5 2% :::’:’Q ‘t"ll 5 SIS '::" 7
X X S8 %
N S
= -10. -10.
1

Figura 6.7: Sistema [3]: la superficie ricostruita da otto modelli fuzzy com-
posti da 13 approssimatori locali lineari combinati da funzioni gaussiane non
normalizzate. I modelli sono stati ottenuti fornendo all’algoritmo HFC diverse
inizializzazioni casuali per le posizioni dei prototipi. Le soluzioni ottenute sono
caratterizzate da valori del RMSE nell’intervallo 0.5357—0.5806.
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Fuzzy Inference System:

ottenuto componendo attraverso funzioni di appartenen-
za gaussiane non normalizzate degli approssimatori locali
costanti. Il modello & stato inizializzato con I’algoritmo
c-mean.
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Figura 6.8: Sistema [4]: grafico della stima di cross validation
dell’errore quadratico medio contro il numero di approssimatori
locali. 1l livello di complessita che e stato individuato come piu
promettente e m = 22.
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Figura 6.9: Sistema [4]: la superficie ricostruita da otto modelli fuzzy composti
da 22 approssimatori locali lineari combinati da funzioni gaussiane non nor-
malizzate. 1 modelli sono stati ottenuti fornendo all’algoritmo c-mean diverse
inizializzazioni casuali per le posizioni dei prototipi. Le soluzioni ottenute sono
caratterizzate da valori del RMSE nell’intervallo 0.6091—0.9835.
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Mixture of experts:

un solo gating network arbitra piu approssimatori locali, tutti
allo stesso livallo gerarchico.
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Figura 6.10: Sistema [5]: il numero ottimo di modelli locali suggerito dal

processo di cross validation € m = 20. I valori del RMSE ottenuti in due

successive identificazioni, partendo da inizializzazioni diverse, di un modello
mixture of experts composto da 20 regole, sono pari a 1.0157 e a 0.9944.



6.1. Ricostruzione di una superficie 103

Hierarchical mixture of experts:
€ una struttura gerarchica descritta da un albero binario.
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Figura 6.11: Sistema [6]: il numero ottimo di modelli locali suggerito dal
processo di cross validation e pari a 8, 3 livelli gerarchici di un albero binario.
I valori del RMSE ottenuti in due successive identificazioni sono pari a 0.6708
e a (0.6844.
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Lazy Learning: Gli approssimatori locali appartengono alla famiglia polyno-
mial mizing e la funzione di peso utilizzata e la funzione tricubica. Per ogni
punto per cui e richiesta una predizione dell’uscita, vengono selezionati i valori
ottimi di p e di k, rispettivamente grado del polynomial mixing e numero di
vicini considerati.
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Figura 6.12: Sistema [7]: La superficie ricostruita dal metodo lazy learning.
Il valore del RMSE ottenuto ¢ pari a 0.7684. Riportiamo anche due grafici
relativi al numero £ di vicini considerati per ogni singola stima e il grado del
polynomial mixing adottato. Questi valori sono stati selezionati per ogni valore
dell’ingresso sulla base delle informazioni fornite da un processo di validazione
locale.
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6.2 Predizione di una serie temporale

Come secondo esperimento, presentiamo un caso di predizione di una serie
temporale caotica. E’ stato considerato il problema della predizione della
serie Mackey-Glass (Mackey & Glass, 1977) descritta dalla seguente equazione
differenziale:

—0.1z(t), (6.2)

con z(t) = 0 per t < 0, z(0) = 1.2, e 7 = 17. Per poter confrontare diretta-
mente i risultati con quelli ottenuti con altri metodi e gia presenti in letteratu-
ra, ci siamo messi nelle stesse condizioni sperimentali definite da Platt (Platt,
1991) come segue. Lo scopo e predire il valore z(t + 85) utilizzando z(t),
z(t—6), z(t —12), z(t — 18). L’equazione (6.2) & stata integrata con un meto-
do Runge-Kutta del secondo ordine, con passo di integrazione pari a 0.1. Come
insieme Z degli esempi disponibili, si sono presi i 500 passi temporali a partire
da t = 200, mentre come dati nascosti, cioe quelli per cui € richiesta la predi-
zione, sono stati considerati i 500 a partire da ¢ = 5000. Qui la predizione
di una serie temporale ¢ stata ricondotta al problema dell’approssimazione
funzionale attraverso la tecnica che prende il nome di delay coordinate embed-
ding (Sauer, 1993) L’indice considerato per valutare la qualita della soluzione, &
il non-dimensional error index (NDEI), definito come il rapporto tra il RMSE
e la deviazione standard della serie che si intende predire.

Il problema cosi definito e stato affrontato utilizzando il sistema lazy learn-
ing adattativo, e il sistema fuzzy che ha consentito i migliori risultati nell’esper-
imento di ricostruzione di una superficie, cioe il sistema composto da approssi-
matori locali lineari, funzioni di appartenenza gaussiane non normalizzate, e
inizializzato utilizzando 1’algoritmo hyperplane fuzzy clustering.

Abbiamo inoltre provato un sistema lazy learning in cui la PRESS statistic
e stata utilizzata anche in fase di feature selection (§ 5.3). Per ogni passo t
I’algoritmo che abbiamo implementato valuta, in base alle informazioni fornite
dalla PRESS statistic, se utilizzare come predittori del valore x(t + 85), tutti i
campioni z(t), z(t—6), z(t—12), z(t—18), oppure se escludere il campione z(t—
18) (Bersini et al., 1997a).

I risultati ottenuti sono presentati in tabella 6.2, insieme ai risultati trovati
in letteratura e ottenuti nelle stesse condizioni sperimentali. Di seguito sono
presentati i grafici relativi agli esperimenti effettuati. Il metodo lazy learning,
per questo problema fornisce i risultati migliori. I 500 dati disponibili non
forniscono una copertura ottimale dello spazio quadri-dimensionale di ingresso,
cosl come nell’esperimento precedente erano in grado di fare 200 esempi in uno
spazio bi-dimensionale. La scarsita di dati penalizza i metodo model-based piu
di quanto non penalizzi quelli memory-based.
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Un altro aspetto che occorre sottolineare e il buon risultato ottenuto uti-
lizzando il metodo di validazione basato sulla PRESS statistic anche in fase di
feature selection.
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| Model | NRMSE |

RAN e =0.02 0.075

e =0.05 0.077
Incremental Fuzzy | with L.-M. 0.096

without L.-M. 0.12
Fuzzy HFC — 22 regole 0.3022
Lazy Learning 0.0594
Lazy Learning feature selection 0.0540

Tabella 6.2: Predizione della serie caotica Mackey-Glass. Un confronto tra
diversi metodi di apprendimento. Si riportano i risultati ottenuti con i metodi
sviluppati con quelli ottenuti nelle stesse condizioni sperimentali dal metodo
RAN (Platt, 1991), e da un metodo Fuzzy Incrementale (Bersini et al., 1997b)
ottimizzato con il metodo Levenberg-Marquardt nel primo caso e con il metodo
del gradiente nel secondo.
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Fuzzy Inference System:

composto da approssimatori locali lineari combinati attraverso funzioni di ap-
partenenza gaussiane non normalizzate. Il modello & stato inizializzato con
I’algoritmo hyperplane fuzzy clustering.

0.5

0.4r R

NDEI

0.2 R

0.15 | | | | | | | | |
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Numero di regole

Figura 6.13: Stima dell’errore in generalizzazione
contro complessita. Il grafico non ha in questo
caso un comportamento regolare che consenta di
individuare con una relativa sicurezza un numero
di ottimale di approssimatori locali. Il valore piu
promettente e m = 22.
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Figura 6.14: Predizione della serie temporale effet-
tuata utilizzando il modello fuzzy costituito da 22
approssimatori locali. 11 NRMSE ottenuto & pari
a 0.3022: un risultato non soddisfacente.
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Lazy Learning:

Gli approssimatori locali appartengono alla famiglia polynomial mizing e la
funzione di peso utilizzatae la funzione tricubica. Per ogni valore di ¢, vengono
selezionati i valori ottimi di p e di k, rispettivamente grado del polynomial
mixing e numero di vicini considerati.
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Figura 6.15: Il metodo lazy learning e in grado
di fornire una predizione molto buona della se-
rie Mackey-Glass. La soluzione ottenuta e carat-
terizzata da un valore dell’indice di errore non
dimensionale pari a NRMSE = 0.0594.

Lazy Learning
1.5 T T T

Il Il Il Il Il Il
540 550 560 570 580 590 600

o Y| N

0
500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600
4

3
(=)
|
&
[$)]
al
1S
a1
alL
S
o
aL
o

Q2+ -
0 I I I I I I I I I

500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600

100 T T T T T T T T T

x~ 50

0

f | | I I | | L
500 510 520 530 540 550 560 570 580 590 600
t

Figura 6.16: La figura mostra la predizione for-
nita in una finestra di 100 passi temporali, e il
quadrato dell’errore di predizione commesso (SE).
Insieme viene fornito anche il grado (p) del poly-
nomial mixing utilizzato, e il numero di esempi
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Lazy Learning e Feature selection:

Il metodo e un’estensione del precedente: per ogni valore di ¢, vengono se-
lezionati i valori ottimi di p e di k, e viene valutato, sempre sfruttando le
informazioni fornite dal metodo di validazione locale, se la variabile z (¢ — 18)
puo fornire o meno informazioni utili per predire il valore z(t + 85).
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Figura 6.17: La selezione locale del numero di
variabili porta un ulteriore miglioramento della
qualita della predizione. Il valore dell’indice non
dimensionale di errore ¢ NRMSE = 0.540.
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Figura 6.18: Oltre al valore della predizione e al
quadrato dell’errore commesso finestra di 100 passi
temporali, viene presentato il numero di predittori
considerati per ogni valore di .
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Figura 6.19: Per un confronto diretto dei risultati ottenu-
ti dai due metodi lazy learning, si riportano i diagram-
mi dell’andamento del quadrato dell’errore di predizione nel
tempo.
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6.3 Un caso reale: analisi di mercati finanziari

Il metodo lazy learning € stato applicato a un caso di predizione nell’ambito
finanziario. Il progetto di ricerca, in collaborazione con una multinazionale
che opera nel settore, e stato svolto presso l'istituto IRIDIA-Université Libre
de Bruxelles. Illustreremo di seguito il tipo di problema, la metodologia appli-
cata e riporteremo una serie di risultati sperimentali. Commenteremo inoltre
brevemente le ragioni per le quali si e scelto di affrontare il problema dato con
il metodo lazy learning, e piu in generale perche i metodi memory-based sono
considerati promettenti per applicazioni di questo tipo.

Il problema affrontato € tipico nel campo dell’analisi finanziaria: sono dati
due mercati, noti ciascuno attraverso una serie storica dei profitti consentiti;
di tali mercati si desidera conoscere in anticipo ’andamento futuro per poter
scegliere su quale dei due operare. Nel nostro caso specifico dei mercati anal-
izzati, le serie storiche presentano caratteristiche differenti. Quella relativa al
primo mercato, definita a(t), ha escursioni relativamente limitate e consente
mediamente profitti positivi. Quella relativa al secondo, b(t), ha una varianza
maggiore e un valor medio negativo.

Si ponga uguale a S il massimo profitto ottenibile in un intervallo tem-
porale T = [t;,tf], cioe il profitto che si otterrebbe conoscendo in anticipo
I’evoluzione e quindi investendo ad ogni passo temporale sul mercato di prof-
itto piu elevato. Il profitto ottenuto applicando una qualsiasi strategia di
investimento, puo essere convenientemente espresso in termini di punti per-
centuali di S. La strategia adottata dal committente di questa ricerca e stata
fino ad ora la strategia banale che consiste nell’investire sempre sul mercato a
ottenendo un profitto pari a circa il 14% di S. Oltre alla strategia banale sono
state considerate altre strategie basate sul’utilizzo di strumenti di predizione
lineari: i risultati ottenuti sono pero sempre stati insoddisfacenti a causa della
forte irregolarita e scarsa predicibilita, nell’ottica lineare, delle serie a(-) e b(-).
Le strategie che impiegano strumenti tradizionali di predizione consentirebbero
profitti inferiori a quelli consentiti dalla strategia banale, o di poco superiori a
questi ma mai a sufficienza, secondo 1’avviso del nostro partner, da giustificare
I’adozione di un’altra strategia.

Avendo il metodo lazy learning mostrato di essere in grado di fornire buoni
risultati nella predizione di serie temporali caotiche (§ 6.2), si & deciso di adot-
tarlo per affrontare il problema in esame. Il metodo lazy, proprio per il fatto
che ritarda ogni elaborazione dei dati fino al momento in cui e esplicitamente
richiesta una predizione, e dato che per ogni predizione ripete l'intera fase
di estrazione di conoscenza dai dati disponibili, si presenta come un metodo
promettente per ’elaborazione on-line di serie temporali. Consente infatti di
trattare naturalmente situazioni in cui la quantita di dati cresce con il tempo
e si desidera usare sempre i dati piu recenti per ogni predizione.
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Sfuttando la conoscenza in possesso degli analisti della societa commit-
tente, conoscenza acquisita anche attraverso i tentativi di modellizzazione
con metodi lineari, il problema e stato formalizzato nel modo seguente.
Dalle due serie a(-) e b(-), contenenti ciascuna 3000 passi temporali, sono
stati estratti un insieme di esempi z; = (2, ¥:), dove x; & una ricostruzione
dello stato delle due serie al tempo ¢, secondo il metodo di rappresentazione
delay coordinate vector (Sauer, 1993); mentre y; ¢ uno scalare che riassume
I’informazione relativa al valore assunto dalle due serie al tempo ¢t + 1. In
diversi esperimenti successivi si € provato a costruire in maniera differente sia
il vettore x, sia lo scalare y, alla ricerca della rappresentazione che consentisse
la migliore predizione. In particolare si & definito il valore di ¥; in due modi
diversi. Il primo consiste nel porre y; = a(t + 1) — b(t + 1), P'altro, quello
infine adottato, consiste nel porre y; uguale a +1 o a —1 a seconda che
sia a(t + 1) > b(t + 1) o viceversa. Per quanto riguarda il vettore z;, sono
state provate piu soluzioni: il generico elemento del vettore ¢ il valore assunto
da una delle due serie in un istante 7 < ¢ o una combinazione lineare di tali
valori. Gli esempi Z = {z}}, cosi ottenuti sono stati usati per realizzare
un sistema di supporto alle decisioni basato sul metodo lazy. Se al tempo ¢,
si desidera ottenere una stima del profitto consentito dagli investimenti sui
due mercati al tempo %, + 1, & necessario costruire il vettore z, in base ai
valori assunti da a(-) e b(-) negli istanti precedenti a t, e identificare un
modello locale centrato in x,, utilizzando gli esempi appartenenti a Z che si
trovano in una regione circostante a x, stesso. La predizione del valore y, puo
essere utilizzata per individuare il mercato sul quale & pill conveniente investire.

Presentiamo di seguito una selezione degli esperimenti effettuati. Per consis-
tenza con altri esperimenti effettuati in passato ci e stato chiesto di simulare
investimenti sui due mercati per quanto riguarda i passi temporali da ¢ = 1001
a t = 3000. Nella maggior parte degli esperimenti sono stati impiegati, come
esempi, i 500 estratti dalla prima parte delle serie temporali. Si e provato
anche ad usare per predire ’andamento dei mercati al tempo 7 esempi estratti
dalla finestra temporale da t = 7 — 500 a t = 7 — 1: faremo riferimento a
questo esperimento con il nome di moving window.

1. Le serie a(-) e b(-) sono state scalate (§ A.3), y; pud assumere valore +1
o —1, e lo stato delle serie e ricostruito attraverso il vettore composto
dai valori assunti dalle serie a(-) e b(-) al tempo ¢, ¢t — 1 e ¢t — 2. Tali
campioni sono stati consigliati dagli analisti finanziari con cui abbiamo
lavorato. La predizione e effettuata sulla base dei primi 500 esempi.

2. Le serie a(-) e b(-) sono state scalate (§ A.3), y; & pari alla differenza
tra a(t + 1) e b(t + 1), e lo stato delle serie & ricostruito attraverso il
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vettore composto dai valori assunti dalle serie a(-) e b(-) al tempo ¢, t —1
e t — 2. La predizione e effettuata sulla base dei primi 500 esempi.

Le serie a(-) e b(-) sono state scalate (§ A.3), y; pud assumere valore +1
o —1, e lo stato delle serie e ricostruito attraverso il vettore composto
dai valori assunti dalle serie a(-), b(-) e v(-) al tempo ¢, t —1 e t — 2,
dove v(t) & una combinazione lineare di valori assunti dalle serie a(-)
e b(-) in istanti precedenti a ¢, pesati da coefficienti che ci sono stati
forniti dagli analisti finanziari che hanno partecipato a questo studio.
Tali coefficienti provengono da precedenti ricerche effettuate con modelli
lineari. Anche la serie v(-) & stata scalata tra +1 e —1. La predizione &
effettuata sulla base dei primi 500 esempi.

Le serie a(-) e b(-) sono state scalate (§ A.3), y; ¢ pari alla differenza
tra a(t + 1) e b(t + 1), e lo stato delle serie & ricostruito attraverso il
vettore composto dai valori assunti dalle serie a(-), b(-) e v(-) al tempo £,
t—1et—2, dove la serie v(-) ¢ la stessa introdotta nella descrizione [3].
La predizione ¢ effettuata sulla base dei primi 500 esempi.

Moving window: Come nell’esperimento [1] ma gli esempi considerati
sono i 500 pil recenti.

. Moving window: Come nell’esperimento [3] ma gli esempi considerati

sono i 500 piu recenti.

Come nell’esperimento [3] ma invece di considerare la serie v(-) scalata,
si e considerata la sua differenza prima.

Le serie a(-) e b(-) in questo caso non sono state scalate, y; puo assumere
valore +1 o —1, e lo stato delle serie e ricostruito attraverso il vettore
composto dai valori assunti dalle due serie al tempo ¢, e al tempo ¢ — 1,
e dalla media dei valori assunti trat —2et—5,trat—6et— 13 e
tra t — 14. La predizione e effettuata sulla base dei primi 500 esempi.

Feature selection: la scelta di quanti passi temporali utilizzare e resa
adattativa. Stesso schema dell’esperimento [1] ma per ogni predizione,
in base ad un processo di valivazione locale, viene scelto se utilizzare i
valori assunti da a(-) e b(-) solo al tempo ¢, al tempotet—1, ..., al
tempott—1t—2t—3t—4

Feature selection: come nell’esperimento [1], ma per ogni predizione
viene scelto se utilizzare i valori assunti dalle due serie solo al tempo %,
oppure anche a t — 1, anche la media dei valori assunti trat —2 e t — 5,
trat—6et—13 etrat—14 et—29. Anche in questo caso si &€ composto
il vettore x, da usare come rappresentazione dello stato, accogliendo il
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consiglio degli analisti. La predizione ¢ effettuata sulla base dei primi 500
esempi.

11. Feature selection e movimg window: come nell’esperimento [10], ma gli
esempi considerati sono i 500 piu recenti.

12. Feature selection: come nell’esperimento [9], ma considerando anche la
variabile v(-).

13. Feature selection: come nell’esperimento [10], ma considerando anche la
variabile v(-).

Un riassunto dei risultati degli esperimenti sopra descritti e riportato in
tabella 6.3. Il risultato migliore ¢ stato ottenuto con l'esperimento [3] utiliz-
zando anche la serie v(t). E’ stato perd molto apprezzato il risultato ottenuto
nell’esperimento [10] feature selection che mette in evidenza le buone capacita
adattative del metodo. Non soddisfacente e invece la prestazione dei sistemi
mowving window: si evidenzia un calo delle prestazioni quando vengono uti-
lizzati esempi recenti. La ragione di questo e probabilmente da ricercarsi in
una maggiore capacita predittiva da parte dei dati appartenenti alla finestra
temporale iniziale.

Per il futuro si prevede di effettuare un altro gruppo di esperimenti sulle
stesse serie temporali incrementando ad ogni passo il numero di esempi con-
siderati. Si provera cio¢ a fornire una predizione della grandezza y(7) utiliz-
zando tutti gli esempi con 0 < ¢ < 7 — 1, per vedere se 1’algoritmo possiede
gli strumenti per selezionare automaticamente gli esempi che possiedono mag-
gior capacita predittiva, in questo caso quelli appartenenti alla prima finestra
temporale, e a non considerare gli altri.
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Esperimento| 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |
Risultato [ 13.64% | 13.01% | 18.88% | 14.82% | 12.47% |

‘ Esperimento ‘ 6 ‘ 7 ‘ 8 ‘ 9 ‘ 10 ‘
| Risultato [ 10.10% | 12.90% | 14.43% | 15.54% | 17.76% |

‘ Esperimento ‘ 11 ‘ 12 ‘ 13 H strategia banale ‘
| Risultato | 12.87% [ 11.41% [ 15.60% [  13.90% |

Tabella 6.3: T risultati ottenuti attraverso diverse configurazioni del metodo
lazy learning. I valori riportati sono espressi come percentuale del profitto mas-
simo ottenibile conoscendo in anticipo quale dei mercati consente il maggior
profitto ad ogni passo temporale.



Conclusioni

Gli strumenti dell’identificazione lineare costituiscono un notevole patrimonio
di conoscenza nel campo della modellistica, che pero si rivela inadatto per
fornire una rappresentazione soddisfacente di molti fenomeni complessi che
sempre pill frequentemente la scienza e I'ingegneria si trovano a dover trattare.

Lo studio dei sistemi biologici, la crescente necessita di comprendere piu a
fondo i fenomeni ambientali, la scoperta affascinante di comportamenti caotici
da parte di molti sistemi dinamici, ma anche problemi di modellistica legati alla
produzione industriale o le esigenze del settore finanziario, hanno sottolineato
I'inadeguatezza degli strumenti tradizionali e richiesto alla comunita scientifica
nuovi strumenti per trattare la complessita e la non linearita. Dal punto di
vista ingegneristico, I’approccio multimodello si propone come la piu naturale
delle risposte al problema. I metodi presentati in questa tesi condividono
un’idea di fondo: anche quando la realta, fortunatamente variegata e non
lineare, presenta un comportamento non descrivibile da un unico modello, e
spesso possibile individuare una collezione di modelli che, opportunamente
combinati, consentano di rappresentarne la complessita.

“Divide et impera”: il punto di forza dei metodi multimodello sta appunto
nella loro capacita di dividere il problema dell’approssimazione di una funzione
complessa e non lineare, nota solo attraverso un insieme di campioni, in una
serie di sotto domini all’interno di ciascuno dei quali il problema ¢ affrontabile
con gli strumenti disponibili. I metodi visti, in particolare, consentono di af-
frontare il problema dell’apprendimento da esempi, riconducendolo all’interno
di un contesto nel quale possono convenientemente essere sfruttate le conoscen-
ze e gli strumenti della statistica e dell’identificazione tradizionale. Mizture of
Experts, Neuro-Fuzzy e Lazy Learning, sono tre possibili forme di architettura
multimodello, sviluppate ciascuna in ambienti scientifici diversi, e quindi con
caratteristiche diverse e pensati per rispondere ad esigenze diverse.

Il primo criterio in base al quale risulta naturale tentare una classificazione
di queste tre architetture ha a che vedere con il concetto di modello. Le prime
due architetture esaminate, Mizture of Ezrperts e Neuro-Fuzzy, ricostruiscono,
a partire da una serie di approssimatori locali, un modello globale della fun-
zione data: “er pluribus unum”. L’approccio Lazy Learning spinge oltre il
concetto di localita e non fornisce nessuna rappresentazione esplicita della
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funzione in esame nella sua globalita ma si limita ad essere un algoritmo per
estrarre una predizione da una base di esempi. Nel primo caso potremmo dire
che ’obiettivo € la stima di una funzione mentre nel secondo caso si limita ad
essere la stima del valore assunto da una funzione in un ben determinato punto.
Il secondo degli approcci cosi definiti consente migliori risultati quando sono
richieste poche valutazioni della funzione in esame, mentre il primo si rivela
piu efficace, in media, quando sono richieste piu valutazioni. Da altri punti di
vista ’approccio lazy puo comportare degli svantaggi: per fornire una stima
del valore assunto dalla funzione in esame in un punto senza costruire una
rappresentazione globale, il metodo lazy deve avere sempre a disposizione 1’in-
tero insieme di esempi dati e, ogni volta che e richiesta una stima, identificare
un modello locale ad hoc. Lo schema memory-based cosi definito puo rivelarsi
non impiegabile in quelle situazioni in cui non ¢ possibile mantenere l'intero
insieme di esempi ed e necessaria una forma di rappresentazione piu economica,
della funzione in esame. Inoltre, non costruendo un modello della funzione in
esame, ’algoritmo lazy learning richiede un certo sforzo computazionale per
ogni singola valutazione. Cio rende piu problematico 'utilizzo di questi meto-
di in quelle applicazioni in cui e richiesta una stima in tempo reale; in questi
casi si rivelano piu adatti metodi model-based, quali Mizture of Experts e Neu-
ro-Fuzzy, per i quali il costo computazionale di una stima e semplicemente
quello della valutazione di un modello precedentemente identificato.

Un secondo criterio in base al quale collocare le architetture studiate ha a
che vedere con il tipo di interazione tra i diversi modelli locali. Nel caso del
Mixture of Experts, 'interazione avviene all’insegna della competizione. Sia
in fase di identificazione dell’architettura, sia in fase di valutazione, gli ap-
prossimatori locali competono per aggiudicarsi i campioni della funzione data.
In particolare durante l'identificazione, la partizione dello spazio di ingresso
in regioni di competenza viene ottenuta attribuendo ogni esempio disponibile
all’esperto che meglio riesce a spiegarlo e solo tale esperto ha il diritto di
utilizzare ’esempio in questione per aggiornare la propria legge di approssi-
mazione. L’obiettivo di questa fase e di specializzare il piu possibile gli esperti
in maniera tale che ciascuno diventi esperto, appunto, di un definito dominio.
Un modello Neuro-Fuzzy € invece caratterizzato dalla cooperazione dei diversi
approssimatori. La caratteristica innovativa dell’algebra fuzzy e I'introduzione
del concetto di grado di appartenenza di un oggetto ad un insieme. Nel set-
tore della modellistica multimodello il punto di vista fuzzy porta a vedere ogni
campione della funzione in esame come un oggetto caratterizzato da un gra-
do di appartenenza in ciascuno degli insiemi di punti in cui la funzione data
risulta approssimabile dallo stesso modello locale. E’ quindi naturale che un
punto del dominio di definizione della funzione sia approssimato combinando
le approssimazioni fornite dai diversi modelli locali, ciascuna pesata dal grado
di appartenenza al relativo insieme del punto stesso. Infine, nel caso del Lazy
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Learning i modelli locali sono generati sequenzialmente, ciascuno per stimare
il valore assunto dalla funzione in un determinato punto. Rispetto al tipo di in-
terazione tra i modelli locali, il tratto caratteristico dei metodi memory-based
e dunque 'zsolamento: ciascun modello locale puo quindi sfruttare tutti gli
esempi disponibili che possono essere utili per fornire la stima piu accurata.

Come gli esperimenti riportati hanno mostrato e come mostrano altri risul-
tati presenti in letteratura e ottenuti con approcci diversi, a seconda delle
caratteristiche del problema specifico in esame i diversi metodi possono con-
sentire prestazioni pilt 0 meno buone. Il tipo di architettura da adottare per
affrontare un problema di apprendimento dato, deve dunque essere selezion-
ato a seconda della quantita degli esempi disponibili, della loro distribuzione
rispetto al dominio della funzione, a seconde delle caratteristiche della funzione
stessa, e sfruttando a fondo I'informazione disponibile a priori.

L’aspetto del lavoro svolto che merita di essere sottolineato per concludere
questa tesi, e che a nostro parere maggiormente meritera di essere approfondito
in futuro, e il tentativo di definire, attraverso un’architettura multimodello,
una metodologia integrata per affrontare il problema della ricostruzione di
una funzione non lineare, a partire da un insieme di esempi. A nostro parere
e possibile estendere 1’'uso dei metodi di validazione a tutto il processo di
apprendimento, a partire dalla fase di osservazione, alla fase di trattamento dei
dati, all’eventuale integrazione di modelli fisici, fino alla fase di identificazione
strutturale. Una tale metodologia consentirebbe di andare oltre al paradigma
black-bozx, fornirebbe strumenti per affrontare problemi di experimental design
e di feature selection, e soprattutto consentirebbe all’analista sia di inserire
conoscenza durante il processo di identificazione, sia di ottenere una maggior
quantita di informazione riguardo al sistema in esame. Proprio questo ultimo
aspetto sarebbe essenziale per uno sfruttamento pitt completo dei metodi di
apprendimento applicati a problemi di controllo e di diagnosi.
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Appendice A

A.1 Teoria della stima

Secondo l’assiomatizzazione della teoria della probabilita dovuta a
Kolmogorov, un esperimento casuale ¢ caratterizzato da tre elementi.

Il primo di questi ¢ 'insieme S che prende il nome di insieme degli esiti.
Gli elementi s di tale insieme sono ogni possibile risultato dell’esperimento
casuale in questione.

Spesso non sono i singoli esiti ad essere significativi, ma si € interessati
al verificarsi di certe combinazioni o raggruppamenti di esiti. Tali raggrup-
pamenti prendono il nome di eventi. Il secondo elemento caratterizzante un
esperimento casuale & quindi I'insieme A che prende il nome di insieme degli
eventi. Questo insieme & tale per cui ogni evento a € A & un sott’insieme di S.
Per ragioni tecniche, 'insieme A non puo essere arbitrario ma deve avere la
struttura di una o-algebra definita sull’insieme &§; deve cioe essere un insieme
non vuoto che soddisfi le seguenti condizioni:

seaec A allora a € A,
I
eseaq; €A, 1=1,...,1 allora UaiEA,
i=1

dove il numero | di eventi considerati puo essere sia finito sia infinito. Da
questa definizione segue che I'insieme A deve contenere I'insieme vuoto @) e
I’intero insieme degli esiti S. Affermeremo che si verifica ’evento a se si ha un
esito s€a C S.

Il terzo ed ultimo elemento che caratterizza un esperimento casuale e una
funzione P(-) : A — [0,1] detta probabilita, che associa ad ogni evento un
numero reale compreso tra zero e uno, estremi inclusi. La funzione P(-) deve
essere tale per cui S sia 'evento certo, cioé P(S) = 1 e, data una famiglia di
eventi a due a due disgiunti sia:

P (U a,-) = ZP(CLZ)

=1
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Un modello di un esperimento casuale ¢ quindi univocamente determinato
qualora sia definito lo spazio probabilistico individuato dalla terna (S, .4, P).

Si consideri ora I’esperimento casuale composto da n prove semplici, ciascu-
na caratterizzata dallo spazio probabilistico (S,.4,P) e siano s, Sa, - - -, S, gli
esiti delle n prove. L’esperimento composto puo essere descritto dal modello
(S™, A", P").

Gli elementi s" € S™ sono sequenze di esiti elementari {si,so,...,s,},
gli elementi a” € A" sono sequenze dalla forma {a;,as,...,a,}, composte
di n eventi elementari' e P"(-) ¢ una misura di probabilitd tale per cui
P(-) : A" — [0, 1].

Se la sequenza {si, s9,...,s,} & tale per cui per ogni {ai,as,...,a,} € A"
risulta:

n
P"(s1 € a1,82 € gy...,5, € ap) = H’P(si € a;)
i=1

la sequenza in esame si dice essere composta da n prove indipendenti.

Capita spesso di dover considerare variabili i cui valori dipendono dall’esito
di un esperimento casuale. Ad esempio per ciascun evento a, € possibile definire
la frequenza dell’evento stesso in una sequenza di n prove indipendenti. Tale
grandezza € una variabile casuale v(sy, sg, ..., s,) il cui valore ¢ dato da:

dove n, € il numero di volte che l'evento a si e verificato nelle n prove
considerate.

Piil in generale, una variabile casuale definita sull’esperimento (S, A, P), &
una variabile z il cui valore dipende dall’esito s dell’esperimento in questione
attraverso una opportuna funzione ¢(-). Sia Z l'insieme dei valori che la
variabile casuale z puo assumere, potremo quindi scrivere: () : S — Z.

Preso un sottoinsieme D C Z, si desidera innanzitutto dar senso alla
nozione di probabilita che il valore assunto dalla variabile casuale z apparten-
ga a D, prob{z € D}. Si consideri I'insieme di esiti s per cui ¢(s) assume
valori in D, identificheremo prob{z € D} con la probabilita di tale insieme di
esiti. Ma, per come abbiamo definito la funzione probabilita, cio ha senso solo
se l'insieme di esiti in questione € un evento, cioé un sottoinsieme di & ap-
partenente alla famiglia A. Formalmente cio significa che la contro immagine
dell’insieme D deve assere un evento:

¢ (D)€ A

1Si noti che I’insieme A™ cosi definito risulta essere una o-algebra.
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Questa e la condizione fondamentale che deve soddisfare una variabile definita
sullo spazio degli esiti S affinché possa essere considerata variabile casuale. Se
tale condizione e soddisfatta, si potra porre:

prob{z € D} =P (¢~ (D))

Tra tutte le possibili variabili casuali, ci concentreremo su quelle reali, cioe su
quelle variabili definite attraverso una funzione ¢(-) : & — R. Si vuole dar
senso al concetto di probabilita che una variabile casuale appartenga ad un
dato intervallo dell’asse reale, diciamo [a, b]:

prob{z € [a,b]} = P ((p_l ([a, b]))

Poiché la funzione P(-) & stata definita sullo spazio degli eventi, & necessario
che, qualunque sia I'intervallo [a, b], la controimmagine ¢~ ([a, b]) sia un even-
to della o-algebra A definita su §. Fortunatamente non & necessario verifi-
care che questa condizione sia soddisfatta per tutti gli intervalli possibili, si
dimostra infatti che condizione necessaria e sufficiente affinché sia

¢ " ([a,0]) € A Ya,b € R
e che:

¢! ([0, q]) € A Vg e R
Data una variabile casuale z, si consideri ora la funzione:

P,(q) = prob{z < ¢} =P (¢ " ([—00,4]))

Tale funzione prende il nome di distribuzione di probabilita. La conoscen-
za della funzione P,(-) fornisce una descrizione probabilistica completa della
variabile casuale z. Un’altra funzione di notevole importanza & la densita di
probabilita che & definita come derivata generalizzata di P,(-):

Pa(q) = LZZ(EQ)

L’interpretazione intuitiva che si puo dare della densita di probabilita e la
seguente: si consideri un punto ¢ € R, e sia dg 'intervallo compreso tra q e
g+dg; larea sottesa dalla curva p,(-) in questo intervallo & pari alla probabilita
che la variabile casuale z assuma valori compresi tra ¢ e ¢ + dq.

D’ora in avanti, per semplificare la notazione, scriveremo semplicemente
P(z) e p(z) al posto di P,(q) e p,(q) rispettivamente; ritorneremo alla notazione
estesa solo laddove questa servira ad evitare ambiguita o risultera comunque
piu chiara.

E’ interessante definire alcuni parametri notevoli che caratterizzano una
densita di probabilita.
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Valore atteso: 11 valore atteso di una variabile casuale & per definizione dato
dall’integrale:

Elz] = /zp(z) dz

Se p(z) & simmetrica attorno ad un valore Z vale la notevole proprieta
Elz] = Z.

Varianza: La varianza di una variabile casuale z & definita dalla relazione:

Varlz] = /(z - E[z])Qp(z) dz
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A.2 Levenberg-Marquardt

Presentiamo di seguito le derivate del modello neuro-fuzzy rispetto alle
varie componenti del vettore n rispetto al quale il modello € non lineare.
Queste sono le derivate necessarie nell’'implementazione dell’algoritmo Lev-
enberg-Marquardt. Se le funzioni f;(x,n;) sono ottenute dal prodotto di d
funzioni gaussiane pj;, dove d ¢ la dimensione dello spazio di ingresso, risulta:

f(ccfc]')TEj_l(wfc]')

B; (z, 77]') =€ )
dove gli elementi diagonali della matrice ¥J; sono pari a 0]2.,, mentre gli elementi

fuori diagonale sono nulli. E dove 7; = [c]T,diag(Ej)T}T. Posto b = o3,
risulta:

0 (c0-ey)”
a/_j,]l _ 2 (./L' - C]l) ele]

aC]‘l bj ’

dove z() & la componente I-esima del vettore c;. Inoltre:

0 2 (:0ey)’
Opji (fU _le) S i

= jl
0bj; bji

Se invece le funzioni ;(z,7n;) sono otenute dal prodotto di d funzioni
triangolari, ciascuna dalla forma:

l2® — ¢
Mt (x(l)anjl) = max (0, 1- le )

risulta, posto b;; = o

) i ) — ¢, (O
8/‘le — SIgn(x C]l) grad |:maX <0’ 1 _ |:L‘ C]l|>:| ’
ale ijl 2bjl

e anche

O _ |2 — ¢ |2 — ¢
= d 0,1 - —+—2
60921 ngl grad [max | 0, %, ,

dove con sign(-) e con grad(+) si sono indicate rispettivamente le funzioni segno
e gradino unitario.

In entrambi i casi, sia che si considerino funzioni triangolari, sia che si
considerino funzioni gaussiane, si puo scrivere:

98 _ B
Ot i
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Le derivate della j-esima funzione di attivazione (3; rispetto al centro e alla
base della stessa sono date da:

9B, _ 9B; O
ale auﬂ ale

e da

96; _ 9B; Oy
8bﬂ B,ujl abjl

Consideriamo in principio il caso in cui i contributi dei modelli locali f;(z, §;)
sono combinati semplicemente attraverso i valori assunti dalle funzioni di
appartenenza:

flz,a) = Zﬁj(% i) fi(x, 05)-

In tal caso risulta semplicemente:

Of(z,0) _ fi(@,6)).

Se invece il modello e ottenuto pesando i vari modelli locali con dei coefficienti
ottenuti normalizzando i valori assunti dalle funzioni di appartenenza:

> o1 Bz, my) fi(, 05)

o)== )
risulta:
Of () _ J3(,05) 3oy Bela,me) = 357, Bj(x,m5) f(x, 0;)
0B;(x,m;) (o, Bela, me))” .

Risulta quindi:

8f(:v, Oé) _ 8f($,a/) 5@'(%773')
80]'1 aﬂ] (iE, 77]) 80]'1 ’

of (z, ) _ of (xz, ) 0B;(z,m;)
0bj; 8@‘(3«";77]') obji '
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A.3 Algoritmo di scaling

L’algoritmo di scaling utilizzato (Masters, 1995) é definito dalla seguente:

~

o

dove i e ¢ sono rispettivamente la media campionaria e la deviazione standard
campionaria della grandezza scalare z in esame:

i=1
. 1 < .
o= n_1 ;(xi—M)Q
Il coefficiente r & invece dato da:
- Ames = Amin.
Vinaz — Vinin

L’algoritmo implementato prevede che A, e A4 siano rispettivamente —1
e +1 e che V,,;, abbia valore —1.28 e V,,,, valore +1.28.

Se la variabile z e approssimativamente distribuita normalmente, per i
valori di Viuin € Vines scelti A € tale che con probabilita pari a .20 assume
valori esterni all’intervallo individuato da A,,i, € Amaez
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