2.2 Capacité et identité personnelles

2.2.1 Le soi et l'univers

L'ensemble des fonctions partielles calculables est récursivement
énumérable. Celles-ci seront toujours désignées par une lettre ¢ avec un
index représentant le numéro de code dans I'énumération, ou encore par un
abus que je justifierai avec l'illustration en LISP, le code lui-méme :

P= {00, 01, 02, 3, ..},

dj, représente donc l'extension, ou encore le comportement
extensionnel, c-a-d I'ensemble des entrées-sorties du programme .
Mathématiquement, c'est le graphe de la fonction ¢j de ® dans w, calculée par
le ieme code. Ce code dénote, sans ambiguité ¢j relativement a un langage
universel choisi pourvu qu'il calcule les fonctions lambda-définissables.

i représente l'intension, (avec s), i est appelé index, code, programme, ou
machine, pour la fonction ¢j, relativement au langage L; (i xX) représente ce
gue j'appelle une forme. Il s'agit de la description du couple constitué d'un
code (par exemple un nombre naturel, mais dans les illustrations il s'agira
d'une lambda-expression) et d'une description des arguments. La suite des
états du calcul évaluant la forme (i x) est ce que j'appelle le comportement
intensionnel. On l'obtient par itération de la dynamique E-step.
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Définition: R est I'ensemble de toutes les fonctions totales calculables, P
est I'ensemble (énumeéré) de toutes les fonctions partielles calculables.

Définition Une numérotation P des fonctions partielles calculables est
dite acceptable si P satisfait, comme les énumérations de I'école du dehors,
aux deux propriétés fondamentales (Rogers 1958) : I'existence d'une machine
universelle, et I'existence d'une machine paramétrisatrice.

Remarques

a) On pourrait donc travailler axiomatiquement, mais on gardera a
I'esprit les éenumérations standards possibles. Pour chacune d'entre elle ces
deux axiomes sont évidemment des théoremes.

b) Je mentionne néanmoins, et utiliserai accessoirement un autre
modele de numérotation acceptable comme I'énumération des machines de
Turing (ou des programmes LISP, des fonctions lambda-définissables, etc.)
ayant a leur disposition un oracle (Turing 1936). Un oracle est simplement
un réel dont la machine peut consulter des parties finies en cours
d'éxécution. On peut le regarder comme un étre divin auquel la machine
peut de temps a autre poser une question. Un oracle important, que j'appelle
le réel de Post-Turing et que je note p, est donné par la solution au probléme
de l'arrét, codée par un réel binaire : 0,11l513 ..., ou Ij = 1 ou 0 selon que ¢j(x)

est définie ou non. p désigne en fait un schéma de tels réels dépendant du
choix de la machine universelle sous-jacente.

Notons que la procédure qui consiste a observer les machines
suffisamment longtemps, en partant de 0,0000..., et en corrigeant les
décimales chaque fois qu'une machine s'arréte, se stabilise, de facon non
prouvable, dans les voisinages de l'infini. On peut justifier cela en utilisant
le busy beaver BB (voir plus loin). Voir Soare 1980 pour la démonstration
d'un résultat apparenté di a Shoenfield.

Notons encore que les énumérations des machines avec oracles sont
fermées pour la diagonalisation, ce qui permet de prouver l'existence de
problémes insolubles. Les oracles ont permis I|'étude des degrés
d*insolubilité, (Turing 1936, Post 1944) qui constitue I'essentiel de la théorie
de la récursion.

1°) I'existence d'une machine universelle :

3u Vivx  oyix) = 0i(x) (1)

C'est-a-dire, il existe une machine, u désigne son index, capable de
calculer chaque ¢;, si on lui donne comme argument l'index i et I'argument

X. L'existence explicite de telle machine est un résultat dG a Turing 1936 dans
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le domaine des fondements des mathématiques, et son importance
concernant I'ensemble des fonctions partielles calculables P, (identifié ici par
abus avec les numérotations acceptables) justifie, je le rappelle (voir 2.1)
I'affirmation selon laquelle l'ordinateur a été (re)découvert par les
métamathématiciens dans les années 30.

Definition: Jappellerai u, qui est finiment descriptible, un univers
singulier, ou un environnement universel ou un niveau d'universalité, ou
encore, dans certains cas, un univers. Remarquons que l'univers des
physiciens (le cosmos), le cerveau, le systéme génétique, mais aussi les
individus humains, sont au moins des univers, les ordinateurs sont, par
construction -ou par utilisation- au plus des univers. Et le mécanisme digital
indexical énonce que nous sommes au plus des environnement universels.
C'est parce que les valeurs sont relatives a un environnement que j'identifie
la machine universelle avec un environnement. Celui-ci pourra comporter
des données infinies (comme des oracles) sans que cela ne change rien a la
plupart des démonstrations.

2° I'existence d'une machine paramétrisatrice

Definition :

Une machine qui admet comme sortie des machines (ou des nombres
considérés comme des descriptions de machines) sont appelées
métaprogrammes (métamachines ou encore des opérateurs). Elles sont elles-
mémes énumeérables par

¢%
Deux exemples :

1) les suites de machines 0;())-
2) le composeur

EthiVj Q)q)h(u) = (])I o (])J

h est le code d'une fonction qui, appliquée aux codes i et j donne le code
d'une fonction calculant la composition de ¢; et ¢j.

La deuxiéme propriété des énumérations acceptables est épinglée par le
théoréeme d'existence d'un paramétrisateur qui vaut pour les énumeérations
ambitieuses, mais aussi pour les énumérations assez riches des écoles du
dedans:
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Théoréeme de la paramétrisation (pour les énumérations standards) :
ds Vi VXYY 0i(xy) = dog(i, ). (2

s est un métaprogramme qui paramétrise une fonction de n+1 variables?
en une fonction de n variables en fixant un de ses arguments. Par exemple :

Os((AXAY X+y), 2) = Ay 2+y.

Voici s écrit en LISP2 (voir annexe 1 pour plus de détails, et pour le code
des sous-routines) :

(def 's '(lambda (programme donnée)
(liste (quote lambda)

(enléve-premiers (longueur donnée)
(arguments programme))

(substitue-arguments (mapquote donnée)

(premiers (longueur d)(arguments
programme))
(corps programme)))))

s s'appelle le programme paramétrisateur, ou la machine
paramétrisatrice.

Substitue-arguments appelle une routine subst-sauf-quote qui est une
routine de substitution de liste, y compris a l'intérieur des sous-listes. C'est
elle qui permet l'identification pratique, dans ®-LISP, entre programme et
liste, de méme qu'on va identifier dans les contextes de duplication de soi
nombre et machine.

Exemple : (s '(lambda (x y z) (F (G y z))) '(3 4)) donne (LAMBDA (Z) (F (G '4 2))).
Une simple fonction de substitution n'aurait pas introduit un quote devant
le nombre 4, substitue-arguments introduit un quote de facon a gérer
localement I'identification entre nombres et programmes.

Remarque : le théoréeme de la paramétrisation marche pour les école du
dedans.

1 A strictement parler, les fonctions de n variables f(x, y, ...z) = f(<x,y,...z>) sont des fonction a un
argument (une entrée). On se souvient que j'ai décidé (voir 2.1.) de commettre cet abus de langage.

2 En pure Lisp, ou SCHEME, ou en calcul A, ce serait plus facile, mais la fagon dont je procede
fonctionne pour (plus que) les numérotations acceptables. En pure lisp SMN =... . On ne distingue plus la
récursion intensionnelle de I'extensionnelle. L'approche ici est plus générale.
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2.2.2 Capacité personnelle

Je propose ici une définition de l'identité personnelle et de la capacité
personnelle d'une machine relativement a I'environnement (machine
universelle avec ou sans oracles). La définition permettra de modéliser
(conceptuellement) la duplication, la reproduction biologique (la solution est
compatible avec la solution mise en eévidence par les généticiens
moléculaires chez les organismes biologiques), mais permettra aussi une
interprétation mécaniste digitale de la théorie de la conscience présentée en
UN. Cette théorie sera étendue dans la troisieme partie en une théorie
(informelle) du réve et de la réalité. Nous verrons que le mécanisme digital,
lorsqu'il devient indexical collapse en quelque sorte (et sur un niveau
nécessairement insaisissable) la notion de modéle et la réalité, ce qui sera
utilisé pour entreprendre une formulation du probleme du corps et de
I'esprit en philosophie mécaniste.

La définition proposée pour la capacité personnelle repose intégralement
sur I'énoncé et la démonstration du théoreme de Kleene, connu comme le
second théoréme de récursion 2-REC :

vVt de Vy  de(y) = diey) (2-REC)

En d'autres mots, pour toute transformation t, incarnée (représentée) par
la machine <code, index, nombre, mot> il existe une machine e qui, sur
n'importe quelle entrée y, calcule t appliquée sur sa propre représentation
(incarnation) accompagnée de la donnée y. Remarquons que les
guantificateurs portent exclusivement sur des nombres naturels. 2-REC est
une proposition arithmetique (ou un schéma de telles propositions selon la
machine universelle choisie au départ).

Preuve

L'expression AXAy.oi(0s(X,X),y), ou t est le code de la transformation et s le
code du paramétrisateur (premiére diagonalisation) désigne une fonction
intuitivement calculable. Donc, il existe une machine r telle que ¢, calcule
cette expression :

Or(X, y) = 0(ds(X, X), Y) (1ére diagonalisation)

En utilisant le théoreme de la paramétrisation sur le cété gauche de cette
équation :

Or(x,y) = do(r,x)(¥)
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Par instantiation universelle, soit x = r, c'est la deuxiéme
diagonalisation :

Oi(ds(r, 1), y) = q)q)s(r, ) (2éme diagonalisation)
On a terminé en prenant e = ¢g(r,r). QED.

Voici une fonction de diagonalisation écrite en ®-LISP :

(def 'diag '(lambda (f)
(liste (quote lambda)
(arguments f)
(substitue-arguments
(liste (quote s)
(car (arguments 1))
(list (quote list)
(car (arguments f))))
(car (arguments f))
(corps f)
)
)

exemple : (diag '(lambda (x) (length x))) donne

(lambda (x) (longueur (s x (liste x))))

La double diagonalisation est capturée de facon uniforme par le
programme suivant :

(def 'k ‘(lambda (f)
(s (diag f) (liste (diag f))))

Ainsi k appliqguée au code de la transformation t va construire une
machine e qui applique t sur elle-méme (au niveau de la représentation
relative a I'environnement universel).

Définition Jappelle k le métaprogramme, ou encore l|'opérateur de
Kleene, parce qu'il illustre I'uniformisation de la preuve du théoreme de
Kleene.

exemple :

(k '(lambda (x) (longueur x))) donne
(lambda nil

(longueur (s '(lambda (x) (length (s x (list x))))
(list '(lambda (x) (length (s x (list x))))))))
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Ce programme, utilisé sans données, donne sa propre longueur.

Definition Une machine M a une capacité personnelle par rapport a une
transformation t relativement a un environnement universelle u si
M = (k t) interprétée par u.

Cela signifie que M est capable d'appliquer t sur sa propre représentation
dans u (et au moyen de u). La capacité personnelle, comme elle est présentée
ici est une notion relative et intensionnelle.

2.2.3 L'amibe, l'identité personnelle et le probléme de
Descartes

Une machine capable de se reproduire relativement a un
environnement, comme l'amibe ou la personne, candidate a la pratique du
mecanisme, qui construit son propre double, est une machine qui a une
capacité personnelle par rapport a la fonction identité. Une telle machine est
capable d'appliguer la fonction identité, | = Ax X, sur elle-méme :

de() = 1(e) = (Ax x)(e) = e
exemple: si I'environnement universel est LISP, alors | = (lambda (x) Xx) :

(def 'l '(lambda (X) X) ) (en ®-LISP)

Donc, pour obtenir une amibe -une machine capable de se reproduire- et
resoudre ainsi le probleme de Descartes, il suffit d'appliquer le
meétaprogramme k de Kleene sur une représentation dans LISP, de la
fonction identité :

ok(l) = (k1) =

(lambda nil
(s '(lambda (x) (s x (list x)))
(list ‘(lambda (x) (s x (list X))))))

Appliguer ce programme sur l'entrée vide donne lui-méme:

g0 = (D)

donne

(lambda nil
(s '(lambda (x) (s x (list x)))
(list '(lambda (x) (s x (list x))))))
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L' "amibe" est le cas le plus simple d'autotransformation puisque la
transformation en question est la transformation identique. Voila un
exemple d'autotransformation non-identique. Il s'agit d'un programme qui

se "conse" a son argument :
(def 'new-cons ‘(lambda (x y) (cons y x)))

(INI (VOILA (NEW-CONS (LAMBDA (X Y) (CONS Y X)))))
(new-cons '(ab c) 'd)

(INI(DABC))

(k new-cons)

(INI (LAMBDA (Y)
(CONS Y
(S '(LAMBDA (X Y) (CONS Y (S X (LIST X))))
(LIST '((LAMBDA (X Y) (CONS Y (S X (LIST X))

((k new-cons) 'azerty)

(INI (AZERTY LAMBDA (Y)
(CONS'Y
(S '(LAMBDA (X Y) (CONS Y (S X (LIST X))))
(LIST ((LAMBDA (X Y) (CONS Y (S X (LIST X)))))))))

Remarque I'amibe de nos étang, ou son systeme génétique, peut étre
considéré comme un mot écrit dans un langage moléculaire3. Le message est
plus sophistiqué que le simple "reproduis-moi" qui résulte de I'application
de k sur le code de la fonction identique. La sémantique (au sens
opérationnelle vague) d'une amibe plus sophistiquée peut étre :

- maintiens-moi (et donc construis les enzymes nécessaires a mon
équilibre physique et chimique) ;

-protége-moi (et donc construis et maintiens une ou plusieurs
membranes autour de moi, des systemes de défenses contre les agressions,
etc..) ;

- reproduis-moi, (et donc, au moment opportun, construis les enzymes
capable de me reproduire, etc...).

L'éxécution est opérée par lI'univers dans laquelle une amibe, concrete et
singuliére, est plongée. En ce sens I'amibe est un mot, e, relativement a un
univers (en l'occurrence physiquo-chimique). Avec MDI, la sophistication
peut étre intensionnellement capturée, de facon un peu elliptique, par les
solutions des équations de récursion suivantes :

de(X) = dovetelle (en fonction de x, maintiens(e) & protége(e) & reproduis (€))

3 voir Myhill 1964 une biologie abstraite fondée sur la récursion, voir aussi Hofstadter 1979 pour
des comparaisons entre la génétique et la récursion. Voir Smith 1971, 1992, pour des applications de 2-REC
afin de construire des automates cellulaires autoreproducteurs. Le premier automate de ce genre fut trouvé
par von Neumann 1966.
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Comparaison avec les paradoxes
On se rappelle du barbier Z qui ne rase lI'individu X ssi X ne se rase pas
lui-méme.

ZX <-> 1 (XX)

alors ZZ <-> 1 (ZZ). Cela revient a démontrer par I'absurde l'inexistence
d'un tel barbier. On peut reconnaitre la preuve du théoreme de Kleene en
remplagant les arguments par leurs descriptions.

J'illustre avec I'amibe. Pour construire un programme autoreproducteur
il suffit de construire un duplicateur D. Celui-ci, appliqué a une description
d'un programme (ou plus généralement d'une expression) X, donne une
description (desc) de X appliqué a une description de X :

D(desc(X)) = desc(X (desc(X)) premiére diagonalisation

alors D(desc(D)), deuxieme diagonalisation, donne une description de
D(desc(D)). On obtient une forme autoreproductible. Si r est le code (index
naturel) de P, ou avec abus : si P = ¢,, la diagonale du paramétrisateur s fait
I'office du duplicateur, si bien qu'appliquée sur elle-méme, s(r,r), elle se
donne elle-méme.

Ce petit raisonnement informel peut aussi étre traduit en LISP de fagcon
directe en ne cherchant qu'une forme reproductible :

Il faut trouver (la description d') un programme transformant

(lambda (x) (... X ...))
en

((lambda (x) (... X ...))
(quote
(lambda (x) (... x ...))
)

Une telle manipulation de symboles est effectuée par

(def 'bootstrap '(lambda (x)
(list x
(list (quote quote) x))) )

la forme reproductible est, et est donnée par (bootstrap bootstrap)

((lambda (x) (list x
(list (quote quote) x)

(quote

(lambda (x) (list x
(list (quote quote) x) )
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ritournelle-devinette
La devinette suivante résume et épingle Il'usage de la double
diagonalisation :

si DA donne AA, si DB donne BB, si DC donne CC, que donne DD ?

2.2.4 La machine miroir

La transformation t détermine la machine e capable d'appliquer t sur
elle-méme : e = (k t). 2-REC permet cependant de construire aisément une
machine e capable d'appliquer sur elle-méme toute transformation, qui lui
est, par exemple, présentée comme entrée.

Je Vt Vy de(ty) = dey)

Il suffit de construire une machine appliquant I'applicateur de sa donnée
sur elle-méme, c-a-d l'applicateur dont on a permuté les arguments.
L'application de k sur un tel applicateur donne la machine recherchée :

(k app)(f) = f(k app).
La conversation suivante, en ®-LISP, illustre le point:
? (ini) ; appel de ®-LISP
i ; je rappelle que i
(INI (LAMBDA (X) X)) .est la fonction identité
(def 'app ‘(lambda (x y) (y x))) . définition de I'applicateur
(INI (VOILA (APP (LAMBDA (X Y) (Y X)))))
(k app) ; donne la machine miroir :
(INI (LAMBDA (Y)
(Y

(S '(LAMBDA (X Y) (Y (S X (LIST X))))
(LIST '(LAMBDA (X Y) (Y (S X (LIST X))

. appliquée a l'identité, elle se donne elle-méme :

((k app) )
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(INI (LAMBDA (Y)
Y
( (S '(LAMBDA (X Y) (Y (S X (LIST X))))
(LIST "(LAMBDA (X Y) (Y (S X (LIST X))

. appliquée a n'importe quoi, elle donne n'importe quoi
. appliquée a elle-méme :

((k app) '(lambda (x) (cons ‘hello x)))
(INI (HELLO LAMBDA (Y)
(Y

(S '(LAMBDA (X Y) (Y (S X (LIST X))))
(LIST '(LAMBDA (X Y) (Y (S X (LIST X)))))))

(lenght '(a b)) ; autre exemple
(INl (ERREUR LENGHT C-EST-QUOI-?))

(fprim length) ; recherche de la primitive length du common-LISP
sous-jagant

(length '(a b))
(INI' 2)
((k app) length) ; la machine miroir donne sa propre longueur

(INI 3)

2.2.5 La planaire et le probleme de Driesch
Case (1974) a généralisé le théoreme de Kleene :

1°)Théoréme de Case
Pour toute machine t, il existe une machine e, telle que

o, (@) = 0&.Xg,001X 1)
.‘(De(xl)'

Intuitivement cela permet de construire une collection autoréférentielle
de machines autoréférentielles, ou une collection de collections de telles
machines, ou encore une collection de collections de collections de telles
machines , etc. On étend la définition de capacité personnelle pour de telle
collection de fagon immédiate.

Helmholtz aurait sans doute bien aimé ce théoreme puisqu'il coupe a la
racine l'argument de Driesch en faveur du vitalisme.

DEUX - 11 -



Définition Une telle collection autoréférentielle sera appelée un tissu
autoréférentiel.

Preuve du théoreme de Case : (par induction)

Quand n=1, il s'agit du théoreme de Kleene. En utilisant le théoreme de
paramétrisation on trouve un g (donné explicitement par l'application du
métaprogramme s) tel que

¢¢g(X,X1___Xn)(a) = 0,(X X1, Xn,@) ()

en prenant g = ¢g(t,X,X1,...,.Xn).
Supposons que le théoreme soit vrai pour n-1, on peut l'appliquer a
dg(X,X1,...,Xn) avec Xn jouant le role de u. Ainsi existe-t-il un e tel que :

g, (x.7)) = t(€.X1,...,Xn)
."De(xl).

Substituant ce résultat dans (*) donne ce qu'on voulait démontrer. QED.

2°) la planaire élémentaire
Au moyen de cette généralisation, il est a présent possible de construire
une planaire (voir Buchsbaum 1938, Buchsbaum & Al. 1987). Jillustre la
plus simple des planaires. Il s'agit d'une collection de deux cellules (C1,C2).
Chaque cellule est capable de reconstituer la planaire entiere lorsqu'on lui
présente un argument particulier fixé : FOO. Donc:

C1(FOO) = (C1,C2)
C2(FOO) = (C1,C2)

Jiattribue différentes fonctions, au sens extensionnel4, a chaque cellules :

Cl = Ax.x+1
C2 = Ax.x+2

Construction : En utilisant le théoreme de Case avec n = 2 :
Vide 0, )@ =0ley2) (%)

0o sera un générateur de C1 et C2: ¢ (1) = C1, 4(2) = C2. On veut donc:

4 La différence entre intensionnelle et extensionnelle est épinglée sur cet exemple.
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¢¢e(1)(z) = si z=FOO alors sortir (¢o(1), $.(2))

sinon z+1

¢¢e(2)(z) = si z=FOO alors sortir (¢o(1), $.(2))

sinon z+2

e sera exhibé en appliquant (**) sur la matrice de récursion suivante :

t(x,1,FOO0) = (9(1), 94(2))
t(x,2,FO0) = (9(1), 0,(2))
t(x,1,2)= z+1, if z # FOO
t(x,2,2)= z+2, if z # FOO
t(x,y,z)="errorify > 2.

c'est-a-dire en appliquant k et le théoreme de paramétrisation a la facon
de la démonstration du théoréme de récursion de Case.

Je le montre dans ®-LISP, j'utilise "m" plutét que "t" pour éviter la
confusion avec la constante booléenne prédéfinie t (le vrai).

(def'm ‘(lambda (x y z)
(cond
((and (equal y 1) (equal z 'FOQO))
(list (x 1) *=* (x 2) ))
((and (equal y 2) (equal z 'FOQ))
(list (X 1) '+++++ (X 2)))
((equaly 1) (+z 1))
((equaly 2) (+z 2))
(t'(erreur:il n'y a que 2 cellules))
)
)

Ensuite, on définit g :
(def'g '(lambda (x y) (s m (list x y))) )

Et I'application de k sur g donne p le générateur des cellules de la
planaire, par exemple (p 1) donne la premiére cellule.

(def'p (k 9))-

Chaque cellule génere la planaire entiere lorsqu'elle est appliquée a FOO,
ainsi :
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((p 1) 'FOO)°

donne la planaire entiere (voir I'illustration en ®-LISP plus bas).
et chaque cellule fonctionne correctement :

(r1)3)

((r2)3)
5

Cette planaire a une capacité personnelle par rapport
I'(auto)régénération relativement a LISP.

Illustration en @-LISP

2 (ini)

(def 'F-planaire ‘(lambda (x y z)
(cond

((and (equal y 1) (equal z 'FOQ))
(|ISt (X 1) kkkkkkkkkkkkkk (X 2) ))

((and (equal y 2) (equal z 'FOO))
(list (X 1) "++++++++++++++ (X 2) ))

((equaly 1) 2)

((equaly 2) (+z 1))

(t'ERREUR)

) )

(INI (VOILA (F-PLANAIRE (LAMBDA (X Y Z) (COND ((AND (EQUAL Y 1) (EQUAL Z 'FOO)) (LI
ST (X 1) "wwwsmnesier (X 2))) ((AND (EQUAL Y 2) (EQUAL Z 'FOO)) (LIST (X 1) '+++
- (X 2)) (EQUAL Y 1) Z) (EQUAL Y 2) (+ Z 1)) (T 'ERREURY))))))

(def 'G-planaire '(lambda (x y) (s F-planaire (list x y))) )
(INI (VOILA (G-PLANAIRE (LAMBDA (X Y) (S F-PLANAIRE (LIST X Y))))))
(def 'E-planaire (k G-planaire))

(INI (VOILA (E-PLANAIRE (LAMBDA (Y) (S F-PLANAIRE (LIST (S (LAMBDA (X Y) (S F-P
LANAIRE (LIST (S X (LIST X)) Y))) (LIST (LAMBDA (X Y) (S F-PLANAIRE (LIST (S X

(LIST X)) Y))) Y)N)
(pp ((e-planaire 1) 'FOQ))

((LAMBDA (2)
(COND ((AND (EQUAL '1 1) (EQUAL Z 'FOOY))
(LIST ((LAMBDA (Y)
(S F-PLANAIRE
(LIST (S '(LAMBDA (X Y)
(S F-PLANAIRE (LIST (S X (LIST X)) Y)))

(LIST '(LAMBDA (XY)
S
F-PLANAIRE
(LIST (S X (LIST X)) )))))
Y))

1

S 1 faut regarder ce code comme un biologiste regarde une molécule de DNA.(Marchal 1992).
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((LAMBDA (Y)
(S F-PLANAIRE
(LIST (S '(LAMBDA (X Y)
(S F-PLANAIRE (LIST (S X (LIST X)) Y)))
(LIST (LAMBDA (X )
S

F-PLANAIRE
(LIST (S X (LIST X)) Y)))))
)
2)))

((AND (EQUAL '1 2) (EQUAL Z 'FOO))
(LIST ((LAMBDA (Y)
(S F-PLANAIRE
(LIST (S '(LAMBDA (X Y)
(S F-PLANAIRE (LIST (S X (LIST X)) Y)))
(LIST ((LAMBDA (X )
S

F-PLANAIRE
(LIST (S X (LIST X)) Y))))

A9)
1)

B o S A
((LAMBDA (Y)
(S F-PLANAIRE
(LIST (S '(LAMBDA (X Y)
(S F-PLANAIRE (LIST (S X (LIST X)) Y)))

(LIST ((LAMBDA (X Y)
S
F-PLANAIRE
(LIST (S X (LIST X)) )))))
Y))

2)
(EQUAL'1 1) 2)
(EQUAL'12) (+ Z 1))
(T 'ERREUR)))
(LAMBDA (2)
(COND ((AND (EQUAL "2 1) (EQUAL Z 'FOO))
(LIST ((LAMBDA (Y)
(S F-PLANAIRE
(LIST (S '(LAMBDA (X Y)
(S F-PLANAIRE (LIST (S X (LIST X)) Y)))
(LIST ((LAMBDA (X )
S

F-PLANAIRE
(LIST (S X (LIST X)) Y))))
) Y))

((LAMBDA (Y)
(S F-PLANAIRE
(LIST (S '(LAMBDA (X Y)
(S F-PLANAIRE (LIST (S X (LIST X)) Y)))
(LIST '(LAMBDA (X )
S

F-PLANAIRE
(LIST (S X (LIST X)) Y))))

)
2)))

((AND (EQUAL 2 2) (EQUAL Z 'FOO))
(LIST ((LAMBDA (Y)
(S F-PLANAIRE
(LIST (S '(LAMBDA (X Y)
(S F-PLANAIRE (LIST (S X (LIST X)) Y)))
(LIST ((LAMBDA (X )
S

F-PLANAIRE
(LIST (S X (LIST X)) Y))))
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)
1)

B e ST
((LAMBDA (Y)
(S F-PLANAIRE
(LIST (S '(LAMBDA (X Y)
(S F-PLANAIRE (LIST (S X (LIST X)) Y)))
(LIST ((LAMBDA (X )
S

F-PLANAIRE
(LIST (S X (LIST X)) Y))))

)
2))

(EQUAL 2 1) 2)
(EQUAL22) (+ Z 1))
(T 'ERREURY))))

(INI NIL)

On voit que chaque cellule de ce réseau autoréférentiel est un oeuf
potentiel en ce sens que chaque cellule est capable de régénérer, sur quelque
donnée fixée (comme FOO) le réseau dans son entiereté, comme I'oeuf, la
planaire et la grenouille rencontrée dans la premiére partie ; l'identité est
distribuée dans I'entiereté du tissu. L'existence et la construction exhibée par
I'application de k, réfutent les preuves de l'impossibilité de I'auto-
reproduction qui invoque l'apparition d'une régression infinies.

Remarquons également que chaque cellule possede l'information que
possedent toutes les autres cellules. Une immense redondance apparait au
sein de I'organisme (vu comme une collection autoréférentielle de cellules
autoreférentielles). mais tel est en fait le cas chez les organismes biologiques
ou chaque cellule d'un organisme posséde le code de tout I'organisme’, ce
qui a été montré par les généticiens (voir Watson 19658).

Case avait déja observé la compatibilité entre la reproduction biologique,
le second théoreme de recursion et la solution de Von Neumann au
probleme de Descartes (voir von Neumann 1966, voir aussi Smith 1971,
1992, Case 1971, 1974).

3°) construction de cellules moins redondantes
On aura constater une forte redondance dans les codes obtenus par
I'application de k.
Une opération élémentaire de lambda calcul (ou d'informatique) permet
de construire des cellules moins redondantes

Si on diagonalise I'expression suivante par rapport a x

6 Rogers avait déja remarqué ce point (Rogers 1967, page 189), mais en fait Post 1921 aussi, voir la
footnote 112 a la page 424 du Davies 1965. Il ne faut pas remonter a Descartes et a Driesch pour constater
de telles invocations, voir par exemple Cossa 1955, ou Raymond Ruyer 1966.

7 En biologie tout principe admet une exception en lI'occurrence ici, par exemple, les globules rouges
qui sont dépourvus de noyaux, et donc de matériel génétique.

8 La premiére édition de 1965, écrite par Watson seul, est bien suffisante pour notre propos. Elle est
avantageuse en ce qui concerne son poids!

DEUX - 16 -



Axyzf(g(x), h(X),...<n occurrences de x> ..y, Z),

alors les n occurrences de x sont multipliées (physiquement) par deux.
En diagonalisant la diagonale, k substitue chaque occurrence de x par
I'expression de départ. Si le nombre d'occurrences de x est n au départ on
obtient (2n)2 occurrences a l'arrivée.

En informatique l'idée pour supprimer cette redondance est d'utiliser un
LET

LET r =x; f(g(r),h(r), ..y,2)
Avec A, on peut simuler ce LET :
AX((Aryz f(g(r), h(r),...<n occurrences de x> ..)X)

le nombre de x est d'office 1 au départ, la redondance est d'office d'ordre
4 = (2%1)2,

appliquée a la planaire, cela donne

(def 'F-planaire-symbole '(lambda (x y z)
((ambda (ry z)
(cond
((and (equal y 'A) (equal z nil))
(list (1 'A) w1 1B) )
((and (equal y 'B) (equal z nil))
(list (r 'A) '++++++++++++++ (r 'B) ))
((equal y 'A) (car 2))
((equal y 'B) (car (cdr 2)))
(t'ERREURY)))
Xyz )

(def 'G-planaire-symbole ‘(lambda (X y) (s F-planaire-symbole (list x y))) )

(def 'E-planaire-symbole (k G-planaire-symbole))

(pp ((e-planaire-symbole ‘a) nil))

((lambda (z)
((lambda (r 'a z)
(cond ((and (equal 'a 'a) (equal z nil))
(list (r 'q) Fxixrkkekx (1 ')))
((and (equal 'a 'b) (equal z nil))
(list (r 'a) "++++++++++++++ (1 'b)))
((equal 'a'a) (car z))
((equal 'a'b) (car (cdr 2)))
(t'erreur)))
‘(lambda (y)
(s f-planaire-symbole
(list (s '(lambda (x y) (s f-planaire-symbole (list (s x (list X)) y)))
(list '(lambda (x y)
(s f-planaire-symbole (list (s x (list X)) ¥)))))
)
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az))

*kkkkkkkkkkkkk

(lambda (2)
((lambda (r 'b z)
(cond ((and (equal 'b 'a) (equal z nil))
(list (r "q) "rxwwrkkikkk (1 Ty
((and (equal 'b 'b) (equal z nil))
(list (r 'a) "++++++++++++++ (1 'b)))
((equal 'b 'a) (car z))
((equal 'b 'b) (car (cdr 2)))
(t'erreur)))
‘(lambda (y)
(s f-planaire-symbole
(list (s '(lambda (x y) (s f-planaire-symbole (list (s x (list X)) y)))
(list '(lambda (x y)
(s f-planaire-symbole (list (s x (list X)) ¥)))))

(pp ((e-planaire-symbole 'a) '(aa bb cc)))
AA

(INI'NIL)

(pp ((e-planaire-symbole 'b) '(aa bb cc)))
BB

(INI'NIL)
(pp ((e-planaire-symbole ‘c) '(aa bb cc)))
ERREUR
(INI'NIL)
(fini)
(TERMINE INI)
NIL

Ceci illustre une transformation intensionnelle qui respecte I'extension
et I'intension du programme initial relativement a un environnement.

Ici aussi une planaire plus sophistiquée peut étre présentée, en
distribuant non seulement une capacité régénérative, mais des intensions
plus générales, jouant le réle d'intentions (avec t) instinctives, si on veut :

¢¢e(x)(y) = (dovetelle en fonction de y, maintiens(¢e(x)) & protége(de(x)) & et

reproduis(dpe(X))

4°) Planaire infinie
On construit une suite infinie de machines mj, telle que mj(next) donne
mi+1, mj(before) donne mj-1 (sauf si i = 0), et mj (<autre chose que next>)
donne mj. Comme toutes les m; peuvent étre identiques, on utilisera le
padding® pour les différencier explicitement, ou on essayera plus

9Pour tout programme il existe un programme (syntaxiquement) plus grand qui calcule la méme fonction
Vidjj>i& ;= oi, (la fagon la plus simple de s'en convaincre consiste pour construire un tel j d'ajouter dans
i des instructions inutiles).
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simplement de leur faire faire quelque chose de différent chacune, par
exemple : imprimer son propre numeéro i sur lI'argument ‘number :

(def'm
'(lambda (x i 2)
(cond ((and (equal i 0) (equal z 'before)) (PP 'NOBEFORE))
((equal z 'next) (x (+i 1))
((equal z 'before) (x (-i1)))
((equal z 'number) i)

Je)
(def 'g '(lambda (x y) (s m (list x y))))

(def'p (k 9))
2.2.6 Applications typiques

1°) Simple récursion et récursion anonyme
Jusqu'ici les machines digitales (les "programmes"”) produisent des
déformations statiques d'elles-mémes. Rien ne leur interdit cependant
d'invoquer la machine universelle capable de les exécuter dynamiquement :

de(X) = du(e.x)

Cela permet de définir des dynamiques récursives, y compris les
partielles de la famille du fameux 10 GOTO 10 du BASIC :

(def 'infini-F '(lambda (x) (u x))
(def 'infini '(k infini-F))

Ceci illustre aussi I'évident fait que la machine universelle est elle-
méme partielle.

Autre exemple : une factorielle anonyme

(setqfa '(
(def 'F-fact '(lambda (y x)
(cond ((equal x 0) 1)
tCx@y(x1)))))) souxuy(-x1))

(def 'F-fact '(lambda (y X)
(cond ((equal x 0) 1)
tCxyEx1))))))

(INI (VOILA (F-FACT (LAMBDA (Y X) (COND ((EQUAL X 0) 1) (T (* X (Y (- X 1)))))))
)

(pp (k f-fact))
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(LAMBDA (X)
(COND ((EQUAL X 0) 1)
T
(*X
(S (LAMBDA (Y X)
(COND ((EQUAL X 0) 1) (T (* X (S Y (LIST Y)) - X 1)))))

(LIST (LAMBDA (Y X)
(COND ((EQUAL X 0) 1)

(TEX(SYUSTY) XD))MN

CX21)0)
(INI'NIL)

((k f-fact) 10)
(INI 3628800)

Pour la récursion multiple on peut utiliser la généralisation de Case
(voir pair-impair, voir une paire eval apply obtenue par une procédure plus
uniforme d'anonymisation en annexe 1).

2°) le théoreme du point fixe
Tous les programmes peuvent jouer le r6le de métaprogramme. Un
metaprogramme i est une opération de I'ensemble de tous les programmes
sur lui-méme. Le théoréme du point fixe énonce que tous les
métaprogrammes laissent toujours le comportement (I'extension) d'un
programme invariant :

Vide Vx q)q)i(e)(x) = 0g(X)
preuve
Quel que soit i, il suffit d'appliquer 2-REC sur la fonction
(éventuellement partielle) g(x,y) = ¢¢i(x)(y) = ¢¢(x,y). (En fait la

transformation t = "AxAy q)q)i(x)(y)’). En effet 2-REC affirme I'existence d'un e
tel que ¢g(y) = di(ey) = ¢¢i(e)(y), ce qu'on voulait.

Sur les énumérations des fonctions partielles calculables, le théoreme du
point fixe est équivalent au théoréeme de récursion de Kleene : Vtde ¢g(y) =

ot(e)y). En effet, il suffit d'appliquer le métaprogramme de parametrisation s
sur o¢(x,y) = ¢¢S(t,x)(y)- La fonction de X, ¢4(t,x) = ¢;j(x), admet un point fixe e :

06X) = 0, (e)(X) = 0(t,e)(X) = (o).

C'est la raison pour laquelle Rogers présente le théoreme de récursion
sous la forme du théoreme du point fixe.

Cependant on peut montrer que les énumérations des écoles du dedans
(sub-universelles) satisfont le second théoréme de récursion (2-REC) et ne
satisfont pas le théoréme du point fixe. En effet pour calculer kxkyq)q,i(x)(y),
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on doit calculer une fonction universelle ¢,(i,x), et seulement si ce calcul

converge, vers k par exemple, peut-on calculer ¢y (y), mais les écoles du
dedans n'ont pas de machines universelles. De telles machines universelles
peuvent exister, mais ne peuvent pas étre décrites du dedans sous peine
d'étre fermée pour la diagonalisation et d'admettre alors une béte partielle.
2-REC, quant a lui ne repose pas sur I'existence d'une fonction universelle,
seulement de l'universalité paresseusel0.

3°) une conséquence fondamentale de 2-REC (théoréme de Rice)
définition La fonction partielle ¢; est extensionnellement égale a la

fonction ¢j, on écrit ¢; = q)j, si elles sont définies sur le méme domaine et y
ont les mémes valeurs :

X {01 (90U & Gj(X)L > 05(x) = 4j(x)) V G0 & 05 ()1}

Les programmes ietj ont les mémes entrées/sorties. A quelques
abstractions prés (le temps d'exécution notamment) on peut dire que les
machines ietj ont le méme comportement extensionnel. Dit encore
autrement : les nombres i et ] définissent (relativement a un univers u) la
méme transformation partielle de o dans w.

Définition :
i et j sont extensionnellement équivalents, j' écris i =], si ¢; = q)j.

Théoreme "=" n'est pas décidable (Rice).
preuve (sketch) si = était décidable, il serait aiser de construire une
permutation sans points fixes de I'ensemble des machines.

On a immédiatement :
Théoreme Vi I'ensemble {j | ¢; = q>j} n'est pas récursif.

Le contraire aurait été remarquable car on aurait pu mécaniquement
résoudre Fermat en testant I'appartenance ou la non-appartenance du code
correspondant a

f(x) = chercher une solution pour Fermat, et si on en trouve une, alors sortir
factoriel (x), sinon continuer a chercher.

10 cest-a-dire d'une machine paramétrisatrice. On peut voir une machine parameétrisatrice s comme une
sorte de machine universelle paresseuse, elle ne procéde qu'a des substitutions (ou méme des concaténations
pour certaines énumérations acceptables spéciales). De cette fagon, elle se contente de décrire tous les
calculs possibles sans rien vraiment éxécuter (d'ou son nom). Voir aussi Royer1987, Kurtz, Mahaney,
Royer 1990.
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dans l'ensemble {i | ¢; = factoriel}

De méme, le prédicat A(x,y,z) <-> ¢y(y) = z, n'est pas récursif.

4°) ordinaux constructifs.

Pour voyager dans un ensemble productif, et de facon plus particuliére
dans le complémentaire d'un ensemble créatif, il est nécessaire de disposer
d'une bonne échelle transfinie. Pour ca faut-il disposer d'un bon systéeme de
notation pour les ordinaux. Existe-t-il un systéme de notation maximale,
c-a-d capable de nommer tous les ordinaux nommables par les machines ? A
premiére vue la réponse est non, puisqu'un tel systeme désignerait un
ordinal nommable par la machine. C'est encore 2-REC, qui permet de définir
un tel systeme maximal sans mettre en branle un principe de Watts-
Valadier local. Plutét que d'exposer la théorie qu'on trouvera au chapitre 11
de Rogers 1967, j'illustre brievement le principe.

k-ck est un prédicat calculable qui distingue 0, les notations des ordinaux

successeurs, les notations pour les ordinaux limites :
(k-ck 0) =1
(k-ck x) = 2 si x est une notation pour un ordinal successeur,
(k-ck x) = 3 si x est une notation pour un ordinal limite.

p-ck est une fonction prédecesseur, c-a-d que si x est une notation pour
un ordinal successeur, p-ck(x) donne une notation pour son (unique)
prédécesseur, g-ck est telle que si x est une notation pour un ordinal limite L
alors la suite ((g-ck x) 1), ((g-ck x) 2), ... sont des notations pour une suite
fondamentale convergeant vers L.

En utilisant lI'opérateur de Kleene, on montre que c'est encore la
fermeture du dehors pour la diagonalisation qui empéche ['utilisation de
principe de Watts-Valadier local pour réfuter I'existence d'un plus petit
ordinal non constructif. J'illustre en LISP un tel systeme.

(1) est la notation pour 0O,
(2 x) est une notation pour a + 1, si X est une notation pour a,
(3 e) est une notation pour I'ordinal limite A si

(lambda (x) (e x))

défini sur N une suite fondamentale pour A. C'est-a-dire une suite
d'ordinaux dont la limite est A. En fait (3 e) peut servir de systéme de
notation pour les ordinaux inférieur a A.

avec
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(def 'k-ck ‘(lambda (0) (p1 0)))
(def 'p-ck ‘(lambda (0) (p2 0)))
(def 'g-ck '(lambda (0) (p2 0)))

ici p-ck = g-ck.

exemples en ®-LISP :
(1) est une notation pour 0
(2 (2 (2 (1)))) est une notation pour 3
(list 3 (k '(lambda (y x) (cond ((zéro? x) '(1))(t (cons 2 (list (y (moins x
1))))))))) donne une notation pour OMEGA :

c-a-d
(3 (lambda (x)
(cond ((zéro? x) '(1))
(t

(cons 2
(list ((s
lambda (y X)
(cond ((zéro? x) '(1))
(t
(cons 2 (list ((s y (listy)) (moins x 1)))))))
(list '(lambda (y X)
(cond ((zéro? x) (1))
(t
(cons 2
(list
sy (isty)
(moins x 1))N))))
(moins x 1))))))

remarque : si on avait utilisé les nombres naturels comme notation
(3 i) aurait été une notation pour oméga.

(2 (3 omega)) est une notation pour oméga + 1

avec

(def 'o+o (k '(lambda (y x)
(cond ((zéro? x) (list 3 omega))
(t (cons 2 (list (y (moins x 1)))))
)

(2 (2 (2 (3 0+0)))) est une notation pour w+m+3
c-a-d, avec les détails :

(pp (o+0 3))
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(2
(¥
€]
(lambda (x)
(cond ((zéro? x) ‘(1))
(t
(cons 2
(list((s
‘lambda (y x)
(cond ((zéro? x) ‘(1))
(t
(cons2
ist
_ ((sy (isty)) (mains x 1)))))))
(list '(lambda (y x)
(cond ((zéro? x) '(1))
(t
(cons
2

ist
_ ((sy (listy)) (moains x 1)))))
(moins x 1))))N))

Définition ®,“K est le plus petit ordinal non constructif. La thése de
Church confere un statut absolu (intuitif) a cet ordinal. Les plus petits
ordinaux non explicitement définissables en FORTRAN, algol, LISP, c++,
mais aussi quelques patterns du jeu de la vie, certains problémes de n corps,
les équations diophantiennes universelles, etc., sont tous identiques et égaux
a o,k

En outre, différentes définitions des ordinaux constructifs se sont
révélées équivalentes ce qui confirme a la fois l'intérét de la these de Church
et I'adéquation de la définition des ordinaux constructifs par Church et
Kleene. (01CK est le chemin transfini sur laquelle les machines sont
prouvablement (et formellement) capables de se déplacer (a I'exception de
®,“K lui-méme).

A ce sujet, existe-t-il une machine capable d'escalader I'échelle de tous
les ordinaux constructifs. Cela n'est pas impossible. Ce qui est impossible,
c'est de prouver au sujet d'une machine particuliére qu'elle est capable
d'escalader cette échelle. Si une (ch'(-machine existe, elle ne peut pas exister
constructivement. Son existence ne peut pas étre prouvée de fagon
intuitioniste. elle appartient résolument a I'espace du dehors.

A nouveau une promesse potentielle, une possibilité, est offerte au prix
d'une impossibilité algorithmique. Une machine peut grimper I'entiéreté de
co1CK, mais pas de facon prouvable.

Une machine universelle peut étre vue comme un nom implicite pour
0)1CK. Un tel systeme peut donner des noms a des ordinaux o, B sans qu'il
soit mécaniquement possible de décider si o > 3, ou B < c.

DEUX - 24 -



Remarques

1) On peut lier les ordinaux constructifs avec les écoles du dedans
définies par I'ensemble des fonctions prouvablement calculables dans une
théorie donnée, en mesurant la puissance de cette théorie au moyen de son
analyse ordinal.

2) Si SN est un systéme de notation pour les ordinaux constructifs
récursivement relatés ("o > pB" est récursif), alors il existe un ordinal
constructif non nommeé par SN, (et il existe un systéme SN' qui le nomme,
on peut le trouver uniformément a partir de SN).

59 Le castor occupé!! BB (buzy beaver)
Fixons U un langage de programmation, ou une machine universelle.
Jécris U(x) pour ¢,(x), x etant compris comme parcourant les descriptions

des programmes a 0 entrée.

Définition : BB(n) est le plus grand nombre qu'on peut écrire avec un
programme de longueur inférieure ou égale a n:

BB(n) = max {m | dp longueur(p) < n & U(p) = m}

Théoréme : aucune machine n'est capable de calculer BB.
preuve : en effet supposons que b calcule BB (qui est total), alors, avec

2-REC, on peut construire le programme e tel que ¢g() = o¢Pp(longueur(e))

BB est un exemple d'une fonction totale non calculable. Ou d'un schéma
de fonction non calculable dépendant du systeme universel correspondant a
la numérotation {¢y}.

Théoreme Le probléme de l'arrét est réductible en BB. (avec un oracle
pour BB je sais décider de l'arrét)

Preuve . En effet, supposons qu'on veuille savoir si p s'arréte, on
construit p', tel que U(p') = le nombre de step de p. On a p s'arréte ssi p’
s'arréte. On lance U(p), si U(p) s'arréte en un nombre de step plus petit ou
égale a BB(p'), on sait évidemment que p s'arréte. Si le nombre de step de
U(p) dépasse BB(p"), on sait que p ne s'arrétera plus. En effet s'il s'arréte,
alors U(p') s'arréterait sur un nombre plus grand que BB(p'). QED.

BB donne ainsi pour toute machine m un nombre n tel que si m ne s'est
pas arrétée avant n étape, elle ne s'arrétera plus. Cela justifie qu'en
observant sufisamment longtemps les machines on se rapproche du réel de
Post-Turing.

11 Je ne donne pas la définition standard (en terme d'états de machine de Turing).
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Inversément, si on dispose d'un oracle pour p on sait calculer BB, c-a-d
les solutions au probléme de I'arrét pour les fonctions a un argument on sait
facilement calculer BB vu que le nombre de programmes p de longueur < n
est fini, avec p on rejette ceux qui ne s'arrétent pas, on lance tous les autres,
ils vont tous s'arréter forcément, a ce moment-la on prend la plus grande
sortie (output) donné par un de ces programmes.

Conclusion : un oracle pour BB est aussi fort qu'un oracle pour p et
réciproquement.

Corollaire : une théorie de longueur n ne sait pas prouver l'arrét de
programme dont le nombre de step dépasse BB(n) (voir aussi Chaitin 1987).

6°) I'insolubilité du probléme de I'arrét d'une machine
a) avec BB
b) directement avec 2-REC.
c) par diagonalisation élémentaire (voir Rogers 1967).

2.2.7 Machines introspectives

Une machine peut-elle décrire son comportement intensionnel? Il est
défini par la description de la suite de ses propres états relativement a un
univers u (avec ou sans oracle).

Posé autrement : un programme peut-il décrire intégralement sa propre
trace ? Existe-t-il un programme capable de décrire sa tracel? ?

1°) Solution 1
La solution directement tirée de 2-REC, c'est-a-dire la solution de
I'équation

de() = dtrace®(e),

donnée par (k trace). L'éxécution de e, ¢k trace)() = ((k trace)) donne la
trace de e.

Remarquons que ce n'est pas le programme que l'on trace, mais une
forme, c'est-a-dire la description de l'application du programme sur un
argument (ici vide).

12 voir aussi le chapitre 11 de Cutland 1980.
13 voir2.1 pour la définition de trac, et de trac-exec.
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Donc e doit donner la trace de (e). Il suffit d'appliquer lI'opérateur de
Kleene k sur un programme qui, appliqué a x, évalue la trace de (x), c-a-d
(list x) :

(def 'trac-moi-f ‘(lambda (x) (trac (list x))))
(def 'trac-moi ((k trac-moi-f)))

trac , qui appliqué a une forme donne la trace de son éxécution, peut étre
défini en Common Lisp et étre rendu primitif en ®-LISP avec l'instruction
(fprim trac). Dans ce cas E-step lui-méme ne s'arréte pas lors de I'appel effectif
de la trace sur son argument, c'est I'étape 6 ci-dessous.

1
(TRAC (LIST (S (LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X)))))
(LIST (LAMBDA (X) (TRA C (LIST (S X (LIST X))))))))

2
(TRAC (LIST (S (VAL (LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X))))))
(LIST '(LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X))))))

3
(TRAC (LIST (S (VAL (LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X))))))
(LIST (VAL (LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X))

4
(TRAC (LIST (S (VAL (LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X)))))
(VAL ((LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X))

5
(TRAC (LIST (VAL
(LAMBDA NIL
(TRAC (LIST (S '(LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X)))))
(LIST (LAMBDA (X)
(TRAC (LIST (S X LIST X))
6
(TRAC (VAL
((LAMBDA NIL
(TRAC (LIST (S '(LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X)))))
(LIST (LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X))
7

(TRAC (LIST (S (LAMBDA (X) (TRAC (LIST (S X (LIST X)))))
(LIST '(LAMBDA (X) (TRA C (LIST (S X (LIST X))))))))

L'étape 7 est identique a I'étape 1, la machine ne peut plus s'arréter.

La fonction trace n'appartenant a aucune école du dedans, le non-arrét,
donc la partialité, du programme qui observe l'entiéreté de sa trace est
nécessaire. Il en est de méme si trac est défini explicitement dans ®-LISP, et
dans ce cas E-step est toujours bien défini. La période de la trace est alors
beaucoup plus grande.(voir annexe).
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Si on veut que le programme introspectif s'arréte, on va devoir se
contenter d'une exploration limitée de la trace (solution 2), ou d'une
description de la trace (solution 3).

2°) solution 2
On applique le métaprogramme de Kleene sur une fonction, trac-exec,
gui appliquée a une forme et un nombre n, génere les n premieres étapes de
la trace de I'éxécution de la forme :

(def 'trace-moi-F '(lambda (x n) (trac-exec (list x n) n)))
(def 'trace-moi (k trace-moi-F))

ce qui donne :

(LAMBDA (N)
(TRAC-EXEC (LIST (S '(LAMBDA (X N)
(TRAC-EXEC (LIST (S X (LIST X)) N) N))
(LIST '(LAMBDA (X N)
(TRAC-EXEC (LIST (S X (LIST X)) N) N)))
N)
N))

A priori, (trace-moi <n>) devrait toujours s'arréter. En effet, appliqué a
une forme dont I'éxécution est infinie, (trace-exec <n>) donne la liste des n
premiéres étapes suivie du message que le nombre d'étapes est plus grand
gue N. Toutefois, si trace-exec est définie comme primitive, le nombre
d'étapes N de (trace-moi <n>) ne dépendra pas de n. (trace-moi <n>) s'arrétera
pour toutes les valeurs de n inférieure a N, et divergera pour les valeurs
supérieures ou égales a n. Si ce n'était pas le cas (trace-moi N) donnerait
I'intégralité de sa trace. En fait, comme dans la premiere solution, le
caractere primitif de trac-exec fera diverger E-step sur

( (LAMBDA (N)
(TRAC-EXEC (LIST (S '(LAMBDA (X N)
(TRAC-EXEC (LIST (S X (LIST X)) N) N))
(LIST (LAMBDA (X N)
(TRAC-EXEC (LIST (S X (LIST X)) N) N)))
N)
N) <)

avec i plus grand que N. Que vaut N ? blum est une fonction qui calcule
le nombre d'étapes de I'éxécution d'une forme.

(blum ‘(trace-moi 1))
(IN1'7)
(blum '(trace-moi 2))
(IN1'7)
(blum ‘(trace-moi 3))
(IN1'7)
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(blum '(trace-moi 4))
(IN1'7)

(blum ‘(trace-moi 5))
(IN1'7)

(blum ‘(trace-moi 6))
(IN1'7)

(blum '(trace-moi 7))
Aborted

Comme avec la solution 1, si trac-exec n'est pas primitive, et donc par
exemple définie directement dans ®-LISP, le nombre d'étapes va croitre en
fonction de n, et (trace-moi <n>) va s'arréter pour tout n, celui-ci étant
toujours plus petit que (blum (trace-moi <n>))

(blum '(trace-moi 1))
(IN1 34)
(blum '(trace-moi 2))
(IN1 49)
(blum ‘(trace-moi 3))
(IN1 64)
(blum '(trace-moi 4))
(IN1'79)
(9c)
(INI (ERREUR GC C-EST-QUOI-?))
(fprim gc) voila comment garbage-collecter en ®-LISP
(INI (GC PPTR
CONS

FPRIM
DPRIM))
(gc)
(INI'NIL)
(blum '(trace-moi 5))
(IN1'94)
(blum ‘(trace-moi 6))
(INI 109)
(blum ‘(trace-moi 7))
(INI 124)
(blum '(trace-moi 8))
(IN1 139)
(blum ‘(trace-moi 9))
(INI 154)
(blum ‘(trace-moi 10))
(INI 169)
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(blum ‘(trace-moi 11))
(IN1 184)

En utilisant PPTR, un programme qui recherche les périodes dans les
traces, on peut voir que la période de (trace-moi 10) vaut 19. (Trace-moi <n>)
s'arréte pour n supérieure a sa période :

(blum ‘(trace-moi 20))
(IN1 319)

Voir I'annexe 1 pour plus de détails.

3°) solution 3
Théoreme Il existe une machine a 0 arguments qui s'arréte et donne une
description (indirecte) de I'entiéreté de sa propre trace. Plus précisément, il
existe un programme e tel que

de() = d et ¢q() = trace ((e)),
dit autrement, on remplace I'impossible
de() = (e) = trace complete de e
par

¢¢e()() = ((e)) = trace complete de (e)

De plus, si on borne la trace, le résultat est accessible aux écoles du
dedans::

0e() = d et ¢g() = trac-exec ((e) N)

avec N assez grand. La solution naturelle est de construire un
programme qui donne la description de la forme (lambda () (trac x), et de lui
appliquer I'opérateur de Kleene k. On obtient un programme e qui génere
un programme (lambda () (trac (e))

(def 'descrip-trac '(lambda (x)
(list 'lambda nil (list 'trac (list ‘quote (list x))))))

(def 'D-T-Moi (k descrip-trac))
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On a bien ((D-T-moi)) = (trac '(D-T-moi)) a la premiére étape presl4. Voir
I'annexe 1.

remarques : 1) la notion d'introspection est intensionnelle et dépend du
niveau d'observation. Un homme ne peut pas, seul, étudier sa trace, -au
niveau des neurones disons-, jusqu'a son état présent. A ce moment, la
regression infinie que Descartes pensait discerner dans la simple
reproduction se met effectivement en branle. Cela est reflété par le
comportement des programmes décrits plus haut.

2) La solution 3 permet de modéliser une forme d™instrospection” (au
sens large) nécessaire pour monter dans le translateur. Plus préciséement il
s'agit de capturer, non seulement le code relatif de la machine a laquelle on
s'identifie (au niveau adéquat) avec MEC-IND, mais le dernier état
instantané de cette machine :

¢¢e()() = ((e)) = (cond ((translaté?) (last (trace compléte de (e))
((<>) etc))

3) Exercice : écrire un programme qui observe sa propre trace, et faire en
sorte que celle-ci soit infinie et non périodique. (Hint : écrire avec 2-REC un
programme qui observe des segments initiaux (finis) de sa propre trace et
change de comportement s'il découvre une période (avec PPTR, voir annexe
1). Bien sOr un tel programme ne découvrira jamais de périodes, c'est
pourquoi sa trace sera infinie.

2.2.8 Machines autoréférentiellement correctes

Tout ce que nous avons prouvé peut étre formalisé. L'intérét, dans notre
contexte, n'est pas le gain en rigueur, mais le fait que les théorémes sont
accessibles mécaniquement. Nous nous intéressons a ce qu'une machine
peut correctement prouver concernant elle-méme. Le mot machine est pris
dans le sens le plus général du terme : quelque chose de finiment et
localement codable relativement a un environnement universel. La thése
de Church justifie I'usage d'une telle définition.

J'adopte un point de vue extérieur ou le comportement de la machine,
ainsi que la relation entre sa constitution et ce comportement est descriptible
en termes impersonnels et extensionnels.

Pour la capacité personnelle, c'est I'opérateur de Kleene k qui permet de
procéder, sans crainte de régression infinie, pour désindexicaliser la
premiére personne. Pour l'autoréférence correcte, a priori, l'usage de k n'est
pas nécessaire. Par exemple, un altimetre correct d'un avion indique,

14 c'est un bug, trac, tel qu'il est écrit (voir annexe 1) saute la premiere étape.
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notamment, sa propre hauteur. Il est autoréférentiellement correct si la
hauteur qu'il indique est sa propre hauteur (ce qui augmente sa probabilité
de "survie"1%). Le point capital est que l'usage de k garanti l'autoréférence
correcte sous réserve de la consistance (dans un sens large) de la machine
universelle sous-jacente et sous-réserve de la pertinence du choix de niveau
de description.

Définition Une machine M qui admet une description ou une forme "M?
respectivement a un environnement universel u communique de facon
autoréférentiellement correcte une proposition p(x) si p(M) est
(matériellement) vrai relativement a u.

Matériellement signifie qu'on use de l'implication matérielle. Aucune
demande de constructivité ou de "causalité”" entre I'’énoncé de p par M et
I'activité de M n'est exigée a priori. Exemple : le programme (lambda (x)
(print 0)) est autoréférentiellement correct pour la question "combien de
"goto" possedes-tu dans ton code ?", relativement a un environnement
LISP. De méme la machine miroir est autoréférentiellement correcte pour
ses entrées relativement au langage choisi pour lI'implémenter.

On approfondira ultérieurement la relation entre machine et systeme
formel, entre le formalisable et le mécanisable, entre machine universelle et
environnement. A présent, je justifie le caractére formalisable du théoréme
de récursion.

Définition Une machine M est adéquate si les fonctions partielles
calculables ¢; sont représentables dans son langage au moyen de termes que
je désigne par ¢0;. De méme n représente un nom de n dans le langage de la
machine.

Définition Une machine est £;-compléte si, lorsque 3y 6i(x)=y, alors la
machine est capable de justifier formellement ce fait :

VivxVydy ¢i(x)=y => M F Jy(di(X) = Y)

Le caractere formel de la justification permet le caractére vérifiable en un
temps fini. Les preuves sont pensées comme des preuves formalisées dans
une arithmétique intuitioniste ou classique du premier ordre représentable
dans le langage de la machine.

Je dis qu'une formule est X; si elle est de la forme IxA(x) avec A
désignant un prédicatl®é total caculable. Dans ce cas, cette machine est
¥i-compléte si:

15 surtout a I'atterrissage. J'utilise une version indexicale de la sémantique de Tarski.
16 pour BEWEIS (preuve), voir Godel 1931
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p est X, => (p est vraie => p est prouvable par M)

Comme les ensembles RE sont représentables dans le langage des
machines universelles, et que les propositions de la forme xe Wy sont
typiquement X;, une machine universelle peut étre considéréel’” comme
étant typiguement Xi-complete : la preuve de "¢i(x) =y", (au cas ou ¢;j(x) = y)
est donnée par le calcul de la forme normale U(ujT(i, X, j)). Une telle preuve
satisfera autant un intuitioniste qu'un logicien classique.

Une machine universelle peut prouver au moins tout résultat auquel
peut aboutir une machine digitale quelconque (on utilise continuellement la
thése de Church, cela va sans dire), et notamment une autre machine
universelle (exemple I'arithmétique, I'arithmétique de Robinson, Prolog).

Une telle machine calcule toutes les fonctions totales calculables,
(lesquelles sont chacunes représentables, méme si on ne sait pas
mecaniquement distinguer (prouvablement) leurs représentations de celles
des fonctions partielles).

En particulier les opérations de substitution sont représentables. Je
considere la substitution particuliére qui substitue la premiere variable libre
x dans la description FA(x, y)* d'une formule A(X, y) par la description d'un
nombre naturel n :

subst("A(x, y)', n) ="A(n,y)"

Le lemme de diagonalisation est la formalisation (dans le langage d'une
machine Xi-complete) d'une version particuliere du second théoreme de
récursion.

La représentation de subst va étre utilisée pour représenter la machine
parameétrisatrice s utilisée dans le second théoreme de récursion.

Le lemme de diagonalisation s'énonce comme suit (F X est abrége
M FE X):

Pour toute formule A(x) il existe un énoncé (formule sans variable libre)
B telle que + B <-> A(B7)18,

preuve La preuve est semblable & un raisonnement que nous avons déja
fait maintes fois. Considérons la formule quelconque A(x), et considérons la
formule

17 yci je sacrifie la rigueur pour ne pas alourdir I'exposé. Voir Smorynski 1985 pour une
"arithmétisation" rigoureuse et pertinente pour le présent contexte. Mon exposition repose sur une intuition
qui manquait (forcément) a Godel 1931, celle de I'informatique concréte.

18 Une version plus générale : Pour toute formule A(x,y) il existe une formule B(y) telle que (o B(y) ->
A("B(y)'y). La version la plus générale (avec récursion croisée comme dans la planaire) est donnée par
Montague 1962, voir aussi Smorynski 1981, Boolos 1979 et Smullyan 1961.
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A(subst(x,x)) premiére diagonalisation
soit r =FA(subst(x,x))*, alors I'énoncé :

A(subst(r,r)) deuxiéme diagonalisation
est la formule recherchée En effet

F A(subst(r,r)) <-> A(subst(r,r))
F A(subst(r,r)) <-> A(subst("A(subst(x,x))",r))
F A(subst(r,r)) <-> A("A(subst(r,r))")

si B désigne I'énoncé A(subst (r,r)), on a
F B <->A(B")

ou "B désigne un nom ou une description de ce qui est désigné par B. Je
commettrai différentes sortes d'abus de notation de ce genre.

Conséquences

1° Le premier théoréme d'incomplétude (Gddel 1931)

Je rappelle qu'une machine qui admet une description ou une forme M
respectivement a un environnement universel u communique de fagon
autoréférentiellement correcte une proposition p(x) si p(M) est
(matériellement) vrai relativement a u.

Définition M (ou la communication de M) est dite auto-
référentiellement convainquante si M posséde une capacité personnelle par
rapport a la prouvabilité formelle relativement a u (pour une définition
relatée voir Smullyan 1985). L'environnement u ne joue ici pas d'autre réle
que celui de processeur pour l'activité de la machine.

L'ensemble des théorémes de cette machine-théorie ou de cette machine
communicante est récursivement énumérable. On peut tester
meécaniquement si une preuve d'une proposition p donnée par la machine
est bien une preuve : on dispose donc d'un prédicat de prouvabilité total
calculablel?® : bew(x,y) <-> y est le nombre de Godel (je veux dire une
description dans le langage de M) d'une preuve de la proposition codée ou
décrite par x.

Dans ce cas on peut définir le prédicat de prouvabilité formel B(x)

O un prédicat est total calculable si la fonction caractéristique du prédicat est totale calculable.
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B(X) <-> dy bew(x,y)
Comme M est X;-compléte, on a
MFE p=>MF B(p)
Définition M est saine si la réciprogue est correcte, c-a-d si
ME B(p)=>MF p

Je rappelle que M est consistante si M K 1, et p est indécidable pour M si
MF petM I =p.

Théoréeme (Godel 1931) : Pour toute machine saine, consistante Xi-
complete, il existe une proposition I qui est indécidable pour M20,

preuve il suffit d'appliquer le lemme de diagonalisation sur la formule
1 B(x). Dans ce cas il existe un énoncé I tel que M F 1 <->B("1").

A présent M F | entraine M F 2B(" | "), mais aussi, par (*), M F
B(F1"), etdonc M F L. (absurde puisque la machine est consistante).

De méme M F Al entraine M F B(" | 7), mais aussi, puisque la
machine est supposée saine (**), M F I, etalorsaussiM F L.

Remarquons que la preuve est constructive, a la différence de la
démonstration donnée dans la section précédente.

En terme de théorie axiomatisable, on voit que si elle est consistante,
saine, et assez riche, elle est non seulement incompléte, mais
constructivement incompléte. A partir d'une présentation convenable?l de
la théorie , on peut construire la proposition indécidable?2,

20 Gy del supposait que M est w-consistante plutdt que saine. M est m-consistante lorsque, s'il n'existe
pas de formule A(x) (dans le langage de la machine) telle M prouve IxA(X) et en méme temps M prouve
71 A(n) pour chaque n. Si M est w-consistante M est saine. En effet M - B(p)=>M F ax Bew("p" x), donc
(par w-consistance) il existe un n tel que M b -Bew("p.n), mais Bew est prouvablement (par M) totale
calculable (voir infra), donc M - B("p",n) et on peut extraire de n une preuve de p, donc M - p. Notons
que la consistance n'entraine pas I'w-consistance. En introduisant un prédicat de prouvabilité R(x) un peu
plus sophistiqué :

Iy (Bew(y,x) & Vz (z<y->71Bew(z, 1 x")))

Rosser 1936 montre l'existence d'une proposition indécidable pour toute théorie simplement
consistante. Je mentionne aussi que la "machine" considérée par Gddel était la théorie PRINCIPIA
MATHEMATICA de Russell & Whitehead 1910.

21 cela veut dire qu'a partir de la présentation de T, on peut extraire le prédicat de prouvabilité
Bew(x, y) et prouver qu'il est total calculable. Ex : la théorie qui admet un certain axiome sous réserve que
Fermat est vrai, n'est pas convenablement présentée.

22| nest pas difficile de montrer que I'ensemble des propositions prouvables est un ensemble créatif.
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2°) Théoréeme de Tarski
L'énoncé | que Godel a construit affirme sa propre improuvabilité par la
machine M. Peut-on construire un énoncé qui, a la facon d'Epiménide le
crétois, affirme sa propre fausseté ? Ce serait sans aucun doute le cas s'il
existait un prédicat de vérité V(x) représentable dans le langage de M :

M EF A<->V(AY

car on pourrait alors appliquer le lemme de diagonalisation au prédicat
2 V(x). Il existerait alors un énoncé E tel que

M F E<->2V(E) <-> 1E,

ce qui entrainerait, illico, I'inconsistance de M.

3°9 M reflete le modus ponens
(Sketch) Si B("p") & B("p->q") est vraie, alors B("p") et B("p->q") sont vraies
et, la théorie étant saine on a Bew("p',x1) et Bew("p->q",x2). Dans ce cas, il est
facile de construire (algorithmiquement a partir de x1 et x2) une description
d'une preuve de q, que T sait produire par X;-complétude. Donc M F B("q).
On a donc, par le théoreme de déduction :

M F B(p) & B('p->q") -> B(q)
M formalise ainsi le modus ponens.

4°) Enoncés de Henkin et machine de Lb
L'énoncé de Godel affirmant sa propre non-prouvabilité dans T est
d'office aussi vrai que non prouvable, si T est consistante. Qu'en est-il d'un
énoncé affirmant sa propre prouvabilité. Cet énoncé existe, avec le lemme de

diagonalisation et le fait que B est représentable :

TF H<->B(H

Cet énoncé, appelé énoncé de Henkin, peut a priori étre autant vrai (et
alors prouvable) que faux (et alors improuvable si M est consistante).

Henkin a posé cette question en 1952, et L6b y répondit en 1955 en
montrant que pour une vaste classe de théories les propositions de Henkin
sont vraies et prouvables !

Les théories concernées sont celles qui non seulement sont X;-compleéte,
comme l'arithmétique de Robinson, mais sont capables de prouver leur
propre X;-complétude, comme l'arithmétique de Heiting, ou celle de Peano.
C'est-a-dire, que non seulement on a, pour p, formule X;.
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M E p=>(p=>MF B(pY)),
mais on a, toujours pour une formule p qui est X,
M F p->B(p)

Pour les formules X1, M prouve que si elles sont vraies alors elles sont
prouvables. De telles machines prouvent leur propre X;-complétude. D'une
certaine facon, elles sont a méme de communiquer leur propre (Turing)-
universalité.

En particulier comme B(x) est £;, M prouve

M F B('p") -> B"(B(PY))

Elliptiguement, une telle machine (théorie) est non seulement
universelle, mais elle reflete déductivement son universalité (au moins
potentielle).

L'inférence M + p => M F B(p") confére un premier degré
d'introspection pour un démonstrateur de théoreme et de métathéoreme le
concernant. Il signifie que si M prouve p, M sait prouver que M prouve p.

La proposition B("p") -> B"(B("p")"), prouvable par M, confere a M un
deuxieme degré d'introspection reflétant le degré préecédent. Il signifie que M
sait prouver que si elle prouve p, elle peut prouver qu'elle peut prouver p.

résumé?3:
HDME p=>M F B(p (L)
2) M = B(p") & B("p->q) -> B(q) (L2)
3) M F B(p") ->B"(B("p)") (L3)

Notons que 2) est équivalente a
2) M B("p->q") -> (B('p)-> B(q) (L2)
On remarquera, qu'en clignant un peu des yeux, on reconnait les

axiomes du systeme modal normal K4, c'est-a-dire un systéme axiomatisé
par le calcul propositionnel classique étendu par

I)YME p=>MF Op (L1)
2)M + Op & O(p->q)-> Oq (L2)
3)M F+ Op->0O0p (L3)

23 C'est une version moderne des conditions de dérivabilité de Hilbert et Bernays, elles sont explicitées
sous cette forme par L6b (1955).
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ou, informellement, Op correspond a B("p"). Ceci sera précisé et utilisé
dans la section suivante.

Le théoreme de Léb (1955)
M B(p)->p => M F p

Le théoreme de L6b donne la solution au probleme posé par Henkin.
Pour les formules h qui affirment leur propre prouvabilité par M
(relativement a u), c'est-a-dire M = h<->B("h"), qui existe avec le lemme de
diagonalisation, on a en particulier M = B("h")->h, ce qui entraine, par L&b,
M F h. h est donc prouvable par M. Elle est vraie aussi, que M soit
consistante ou inconsistante.

Ce résultat est assez extraordinaire, on aurait pu croire M capable de
prouver B("p")->p, quel que soit p. Au lieu de cela, M prouve B("p")->p
seulement si M prouve p. Les machines saines, consistantes et suffisamment
riches que pour prouver leur propre Xi-complétude font preuve d'une
modestie inattendue. En particulier, si M est consistante, M k- L, et par Lob,
M K B("L")->L, c'est-a-dire M ¥ 2 B("L"), autrement dit encore M ne prouve
pas sa consistance. Le théoréme de LOb permet une dérivation facile du
second théoréme d'incomplétude de Godel.

Lob suggére que la démonstration qu'il donne de son théoreme apporte
une nouvelle dérivation paradoxale dans les langues naturelles. La
dérivation ne comporte pas de négation a la différence de la plupart des
dérivations paradoxales traditionnelles?4, Il s'agit d'une preuve de p ou p est
votre proposition préférée, par exemple I'existence de Saint Nicolas (Boolos
1979).

Paradoxe : Saint Nicolas existe !,
En effet considérons I'énoncé

si cet énoncé est vrai alors Saint-Nicolas existe (*)

Premier temps. Je vais d'abord démontré que cet énoncé, c-a-d (*), est
vrai. Supposons que cet énoncé soit vrai (c'est la prémisse de (*)), alors (*) et
sa prémisse sont vraies, dans ce cas Saint Nicolas existe. J'ai montré que si la
prémisse de (*) est vraie, la conclusion de (*) est vraie. J'ai donc montré que
(*) est vraie.

24 A I'exception d'un paradoxe d( a Curry 1942. (voir aussi Rosser 1955).
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Deuxieme temps. Nous savons que (*) est vraie. Mais la prémisse de (*)
affirme justement cela. Donc la prémisse de (*) est vraie. Comme (*) et sa
prémisse sont vraie, la conclusion de (*) est vraie aussi. Laquelle conclusion
affirme I'existence de Saint Nicolas.

Ce paradoxe n'est pas reproductible dans le langage de M puisque, par
Tarski, M n'a pas de prédicat de vérité. Mais M posséde une approximation
de la vérité, la prouvabilité. L'énoncé considéré par L6b pour démontrer son
théoreme est I'énoncé (*), avec un prédicat de prouvabilité :

si cet énoncé est prouvable alors p  (**)
ou p est une proposition quelconque expressible par M., y compris

Jx(x=Saint _Nicolas) si le langage de M posséde un terme Saint Nicolas pour
désigner Saint Nicolas.

preuve de Lob
Avec le lemme de diagonalisation il existe, pour toute proposition p, un
énoncé g de type (**) prouvable par M :

M F qg<->(B(q)->p)

En particulier M F+ q-> (B("g")->p).

Par L1 M F B("q-> (B("q)->p") 1)
Par L2'M F B("q-> (B(q")->p") -> (B('q")->B(B("q)->p7) (2)
Par (1) et (2) avec le modus ponens :

M F B(q")->B(B("q)->p") 3
par L2' encore M F B("q")->(B(B("q"))->B("p")) 4)
Par L3 M F B("gq)->B("p") (5)

A présent, la prémisse du théoréme de Lob est M = B("p")->p, quel que
soit p. Donc avec M F q <-> (B("g")->p), qui

entraine (5), la prémisse de L6b entraine M = B("q")->p (6)
mais si q <-> (B("g")->p), on a grace a6), M F q. (7
ParLlet7),ona M F B(q"), et avec 6), M F p.

Lob a démontré un beau théoréme concernant l'arithmétique de Peano
(PA : I'Escherichia Coli des machines saines consistantes, et sachant prouver
leur propre X;-complétude). Ces machines savent en fait prouver elles-
mémes le "théoréme de LOb" au sujet de leur propre prouvabilité. Dit
autrement le raisonnement de L6b est formalisable dans le langage de la
machine (voir Boolos 1979, voir 2.3.3) : quel que soit I'’énoncé p,
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M F B('B("pY)->p")->B(p?).
En particulier a nouveau, M F B("B("L")->1")->B("L"), et donc
M F B("1B("LY))->B("L")

Désignons la consistance 1 B("LY), telle qu'elle s'exprime naturellement
pour M, par CON, on a

M F B(CON?->1CON

Ce qui fait de la consistance, une (lointaine ?) cousine de la conscience
(LWV). Ce qu'on avait déja apercu sur les diagrammes réalistes de la
translation. De plus amples et précises informations sont proposées en 2.3.3.

59 le virus (Hofstadter 1979, Solovay 1985)

Hofstadter compare les énoncés de Henkin aux virus. Il introduit une
notion d'énoncé explicite de Henkin. Un tel énoncé E non seulement
affirme I'existence d'une preuve de lui-méme E, mais I'exhibe
explicitement. A la différence des énoncés (implicites) de Henkin, qui, par
Lob, sont toujours vrais et prouvables, il est facile de construire un énoncé
explicite qui est faux. En effet avec le lemme de diagonalisation on peut
construire un énoncé p qui dit que 733, ou n'importe quoi qui n'est pas (une
description d') une preuve de p, est une preuve de lui-méme :

p <->Bew("p',733).

Existe-il un énoncé explicite de Henkin qui soit vrai (et donc prouvable).
Un tel énoncé est I'analogue de programme complétement introspectif, c-a-d
ceux qui donnent une description (nécessairement indirecte) de leur propre
trace compléte (voir plus haut). La notion de trace correspondant ici a la
notion de preuve. En utilisant le fait que Bew et la paramétrisation peuvent
appartenir a une énumération du dedans 25 Solovay 1985 démontre en
détail I'existence d'énoncés explicites de Henkin qui sont vrais.

6°) Les machines de Rogers (1967)
Un énoncé p est consistant pour une théorie T, si T ¥ =p
Que peut-on dire d'un énoncé (vu comme une théorie, ou une
machine) qui affirme, relativement a T, sa propre consistance :

TF p<>1B(7p)

25 \oir aussi Royer 1987 et Selman 1990.
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On a en particulier T = B("7p") -> 1 p, cela entraine par Léb, T = p. Et
comme T est consistante , cela signifie que p est faux. Un énoncé "assez
riche" qui affirme sa propre consistance est faux.

Remarque Il s'agit de bien distinguer un énoncé de consistance, et un
énoncé de d'autoconsistance. Prenons une théorie T3 consistante, saine
¥i-complete. Elle a une forme du genre {1, 2, 3} avec:

1 =axiomel
2 = axiome 2
3 = axiome 3

La proposition du second théoréme d'incomplétude de Godel con ({1, 2,
3}) est indécidable dans la théorie. Par le théoréme de déduction de
Herbrand, les deux extensions suivantes sont consistantes :

1 =axiome 1 1 =axiome 1
2 = axiome 2 2 = axiome 2
3 = axiome 3 3 = axiome 3
4 =con{(1, 2, 3}) 4=1con{(1, 2, 3})

L'énoncé de Rogers est plutdt équivalent a une théorie du style :

1 =axiome 1
2 = axiome 2
3 = axiome 3
4=con{(1, 2, 3,4})

Il affirme que la théorie T34 = T123 + moi-méme est consistante. On peut
dériver l'inconsistance d'une telle théorie directement & partir du second
théoréeme de Gddel. Si une telle théorie était consistante, alors elle
prouverait qu'elle est consistante (les axiomes sont formellement
prouvables par des preuves de longueur 1), ce qui contredit le second
théoreme de Godel. L'axiome 4 est faux, et T134 prouve le faux.

2.2.9 Complexité (®;,W;)

Jintroduis a présent une notion fondamentale de I'informatique
théorique qui mesure la complexité des éxécutions. Cette notion a un certain
réle dans 2 3. Pour l'instant elle va permettre d'illustrer quelques
diagonalisations de plus, ainsi que l'usage de quantificateurs particuliers
pour les voisinages de l'infini.
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1°) Mesure de complexité de Blum

{¢i | | € w} désigne une numeérotation acceptable du dehors (de I'ensemble
des fonctions partielles calculables).

On peut associer a chaque fonction ¢; une fonction Sj, qui sur I'entrée x
donne le nombre d'étape de calcul de ¢i(x) si ¢j(x) est définie, et est
indéterminée si ¢j(x) est indéterminée.

Cette association peut se faire de facon uniforme. Il suffit de construire
une fonction universelle reposant sur Il'itération, et de compter
simultanément le nombre d'étapes de calcul. C'est ce que fait par exemple
ini-st-n-muette qui calcule simultanément ¢; et i (voir annexe 1).

? (ini-st-n-muette)
(fact 3)
(RESULTAT INI-ST-N-MUETTE 6)

24 ; = Piaveci= rfact’

(fact-iter 3)
(RESULTAT INI-ST-N-MUETTE 6)

43 ; = Pjaveci= rfact-iter

(fact-an 3)
(RESULTAT INI-ST-N-MUETTE 6)

36 ; = Piaveci= "fact-an”

ou fact, fact-an, fact-iter sont trois programmes qui calculent la factorielle.
fact correspond a la définition récursive avec lI'appel du nom. Fact-an est la
version anonyme produite par (k f-fact) (voir plus haut), et Fact-iter est une
version FORTRAN-like, c-a-d purement itérative.

On trouvera aussi dans I'annexe AXBLUM(x) et AxyBLUM-EXEC(x,y) qui
calcule respectivement Bi sur une forme x = (i data) et le prédicat B décrit ci-
dessous (appelé BLUM-EXEC dans I'annexe 1).

Bi(x) mesure la complexité du calcul ¢;(x), et Bi mesure la complexité de
¢i.

Les fonctions i vérifient deux propriétés importantes :

1) dom(Bi) = dom(¢;)
2) le prédicat B(i,x,y) définit par Bj(x) =y est total calculable.
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Remarquons que les prédicats définis par SBi(x) >y, ou par SBi(x) <y sont
eux-mémes totals calculables. On peut les tester avec BLUM-EXEC (voir
annexe).

Blum définit une mesure de complexité par la donnée d'une suite de
fonctions (®;) respectant 1) et 2), appelés axiomes de Blum.

(¢5,9;) est parfois appelé espace de Blum (Calude 1988, Blum&Al. 1973).

Je limiterai les raisonnements sur la mesure de complexité concréte (S;),
mais je n'utiliserai pas autre chose que les axiomes de Blum. En fait les
mesures de Blum vérifient toutes sortes de propriétés agréables qui
permettent de les identifier dans les voisinages de l'infini.

Je rappelle gu'un voisinage de zéro est un ensemble de la forme
{X | x < n} et un voisinage de l'infini est de la forme {x | x > n}.

Deux quantificateurs spéciaux sont utiles dans ce contexte. Vx, qui est lu
"pour presque tous les x". V*x p(x) signifie que p(x) est vrai partout a un
nombre fini d'exception prés. Notons que V*x p(x) est équivalent a il existe
un voisinage de I'infini ou p est vrai. 3°x p(x) est , a l'instar des
guantificateurs habituels, ou des opérateurs modaux, définissable par

A VeX 1 p(x),

c-a-d qu'on n'a pas presque partout 1 p(x). Ce qui revient a dire il existe
une infinité de x telle que p(x).

Le fait que l'on travaille dans les voisinages de l'infini, c-a-d a terme
indéterminé, peut éloigner ceux qui ne visent que des projets a terme
déterminé (dans les voisinages de zéro). L'usage des voisinages de l'infini
exemplifie le fait que les machines universelles jouent des jeux infinis
contrairement a ce que préetend John Carse 1986. Comme John Carse défend
I'idée que le sens de la vie est lié au fait que nous jouons a des jeux infinis
(thése de Carse), cela devrait étre une bonne nouvelle puisque cela signifie
gue les machines y participent. Ceci est bien sGr d'office impliqué par la these
de Carse + MDI. En ce sens, les théoremes qui vont suivre confirment MDI
pour ceux qui admettent la thése de Carse.

Le fait que P soit fermé pour la diagonalisation entraine I'existence de
fonctions, comme g(x) = ¢x(X)+1, nécessairement partielles (en particulier
g("g") diverge?6)

Peut-on utiliser la diagonalisation pour prouver l'existence d'une
fonction ou d'un prédicat total(e) calculable arbitrairement complexe ?

La réponse est affirmative. Comment ?

26 Je rappelle que g("g") = oy(r), si r est l'indice de g.
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On voudrait démontrer l'existence d'une fonction totale arbitrairement
complexe, c-a-d une fonction ¢e telle que

VX Be(X) > h(x)

avec h(x) une fonction récursive aussi croissante qu'on le désire.
Toutefois, il est possible d'accélérer arbitrairement ¢e(x) dans les voisinages
de zéro, en donnant une table des résultats "pré-calculés”, on ne pourra, dés
lors, démontrer le caractere arbitrairement complexe de ¢; seulement dans
un voisinage de l'infini :

VZx Bi(x) > h(x)

2°) Théoreme de Rabin
Je propose quatre résultats, le dernier est le plus général et il suffirait,
mais mon intention est d'illustrer l'usage de la (double) diagonalisation
dans le contexte de la complexité??.

Théorémes Il existe une fonction telle que, quelle que soit la machine
(programme, code, index) qui la calcule, le nombre d'étapes du calcul sera
arbitrairement grand sur

1) au moins une entrée ;

2) sur au moins une infinité d'entrées (sur une 37X) ;

3) sur presque toutes les entrées (sur une V7X) ;

4) idem que 3), mais avec une fonction a valeur dans {0,1}, c-a-d un
prédicat.

1) VN 3g g = 6e->3Ix Belx) > N (*28)
preuve considérons la fonction

dx(X)+1 si Bx(x) =< N
733 sinon?29

9(x)

g est totale calculable puisque Bx(x) =< N est décidable.

27 Ces résultats figurent parmi ce que Hartmanis considére comme devant étre connus par I'étudiant
informaticien. J'y incluerais I'étudiant philosophe, afin de ne pas exclure des philosophies, qui, comme la
philosophie mécaniste, repose, pour des raisons philosophiques, sur un minimum de connaissances
mathématiques.

28 pour ne pas alourdir les notations, je quantifie sur une fonction totale (Vg), mais il est encore
possible de ne quantifier que sur les nombres naturels et nos propositions sont encore des propositions de
I'arithmétique. Par exemple ici il faudrait écrire

VN 3i Yk (pk=0j) ->3Ix Bk(X) > N), en remplacant encore ¢x=¢j par sa définition arithmétique avec le
prédicat de Kleene.

29 ou n'importe quoi de récursif.
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on a: si g = ¢e alors Be(e) > N. En effet si Be(e) =< N, par définition de g,
g(e) = de(e) = de(€)+1, contradiction30,

2) Vh3g g = de->37X Be(x) > h(x)
Preuve Considérons la suite

0,1,0,1,2,0,1,2,3,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,5,0 ...)

et appelons r, la fonction récursive qui calcule cette suite.
Considérons la fonction g définie ainsi

g(x) = Orx)(X)+1 si Brx)(X) =< h(x)
733 sinon

g est totale calculable et il existe un e tel que g = ¢e. Vu la définition de r, il
existe une infinite de x tel que r(x)=e : 37 r(x) =e. Pour ces valeurs on a Br(x)(x)
> h(x). En effet, si ce n'était pas le cas, il existerait un xo avec r(xp) = e et

Br(x)(Xo0) =< h(Xo). Dans ce cas g(Xo) = Or(x)(Xo)+1, mais r(xo) = € et g = ¢e, donc
9(Xo) = Or(xo)(X0). Contradiction.

3) Vh3g g = ¢e->V7X Pe(X) > h(x)
preuve Pour chaque x définissons I'ensemble

Ix = {i |1 =<x & Bi(x) =< h(x)}

Considérons la fonction

g(x) = 1+X suricix 0i(X) si Iy n'est pas vide
733 sinon

g est récursive (totale calculable) parce que Bj(x) =< h(x) est décidable, et il

existe e telle que g = de. ONn a VX x>e -> Be(X) > h(x). Et donc VX
Be(X) > h(x), quel que soit lI'algorithme ou la machine calculant g. En effet, si

ce n'était pas le cas, alors

dXo Xo>€ & Be(Xo) =< h(Xg)

dans ce cas e € ly,, par definition de I, mais alors

30 Que pensez-vous de la "réfutation-de-Lucas" suivante : j'ai un algorithme pour calculer g
rapidemment sur i, puisque sur i elle vaut 733 !
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9(Xo) = de(Xo) = 1+2 suriclxg Pi(Xo) = 1+...+0e(Xo)+...

Contradiction (on se rappelle que g est totale).

4) Théoréme de Rabin Vh 3ge2® g = ¢e ->V X Be(X) > h(X)

preuve nous utilisons encore les Iy ={i | i =< x & Bi(x) =< h(x)}. Avec 2-
REC, il existe g = ¢e avec

0e(X) = 1--0j(X) siiest le plus petit entier
dans Ix qui n'a jamais été utilisé dans
les calculs de ¢g(x-1), da(X-2), ... dg(0).
733 s'il n'y a pas de tel i.

ou X--y = X-y si X >y, et 0 sinon. ¢ est total calculable et elle appartient a
29, 0n a VX Be(X) > h(x). En effet, supposons que non. Dans ce cas 3°x
Be(X) =< h(x). En particulier 3°x (x > e) & Be(X) =< h(x). Il existe donc une
suite de nombres aj, avec a; > e, et Be(aj) =< h(aj). Par définition de Iy on a
ee lg

e ne peut pas étre le plus petit entier jamais utilisé dans les calculs de
de(ao-1), 0e(ao-2),..., e(0); sinon de(ag) = 1--de(ao). Il existe donc, dans I, un
plus petit entier qui n'a jamais été utilisé et qui est plus petit que e.
Appelons-le ey,

A présent le méme raisonnement vaut pour tous les aj, et comme on
utilise jamais deux fois le méme index, on a ez, # €31 # €ap # €a3 % ..., il en
existe une infinité et ils sont tous plus petits que e. Contradiction.

Remarque : les 4 preuves sont constructives. Elles sont toutes basees sur

une double diagonalisation. 2-REC est utilisé dans la 4iéme preuve car g est
définie par une récursion élémentaire.

3° Quelgues notions et théorémes supplémentaires

-Les sauts de Borodin

A une fonction récursive3l, ¢j,on peut associer la classe C; des fonctions
récursives calculables sur x par une machine en moins de ¢i(x) étapes
presque partout.

31 sauf mention du contraire, fonction récursive signifie ici fonction totale calculable.
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Ci={f|3jf=¢j & VX Bj(x) =< ¢i(X)}

Cj est la classe de complexité déterminée par la fonction ¢;.

Comme nous avons démontré l'existence de fonctions arbitrairement
complexes, on a que pour chaque classe C;j il existe une classe Cj avec Cj %= C;.

On a V*x ¢a(X) =< ¢p(x) -> Ca@ Cp

Quand l'inclusion C5; @ Cp est-elle stricte ? Borodin a démontré
I'existence d'une infinité de sauts, arbitrairement grands, dans les échelles de
complexité (et ¢ca pour toute mesure de complexité vérifiant les axiomes de
Blum).

Théoreme Pour toute fonction h, totale calculable, telle que h(x) >= x, il
existe une fonction totale calculable f, arbitrairement large (presque partout),
telle que :

Ct=Chot.

Définition Une fonction est f-facile si elle appartient a C, et sinon on dit

gu'elle est f-difficile. Le théoreme du saut de Borodin est un résultat assez

contre-intuitif.
X

Imaginons h = Ax 222" | ou n'importe quelle fonction trés croissante, le

théoreme du saut affirme I'existence d'une classe de complexité Cs telle que
R
les fonctions Ax 222°  -facile, sont f-facile. Ou, dit de fagcon contraposée, les
)
fonctions f-difficiles sont Ax 222"  -difficiles. Malgré qu'on augmente super-

exponentiellement les ressources (le nombre d'étapes de calcul), on ne sait
pas calculer de nouvelles fonctions.

Le temps de calcul, comme le nombre d'étapes, vérifie les axiomes de
Blum. Prenons une machine universelle trés rapide (pensons au CRAY 1), et
une machine universelle trés lente (pensons a vous imitant la machine de
Babbage avec du crayon et du papier). L'existence des sauts implique
I'existence de délais pour lesquelles la machine lente calcule la méme classe
de fonctions que la machine rapide.

Ce résultat montre aussi qu'il n'est pas possible d'élargir
constructivement des classes de complexité arbitraire32.

théoréme d'accélération de Blum

Nous avons une notion de complexité pour les machines, les
programmes, les index, les algorithmes. Cette notion de complexité est

32 |1 existe un théoréme, dit de compression, qui montre que si on se limite, par exemple, a des classes de
complexité définie par des f3j, il existe une procédure uniforme (constructive) permettant d'élargir la classe.
Ceci est rendu possible par le fait que fj(x) = y est décidable a la différence de ¢j(x) =y.
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intensionnelle. Peut-on définir une notion de complexité équivalente
directement pour les fonctions (au sens extensionnel du terme) ?

Blum a démontré qu'une telle notion n'existe pas. Il a démontré
I'existence de fonction qui n'ont pas d'algorithme optimal.

De facon équivalente, il existe des fonctions pour lesquelles il n'existe
pas de meilleure machine pour les calculer, ou une machine A est meilleure
gu'une machine B, si elle travaille plus vite, ou plus généralement si elle
utilise moins de ressources.

Dans I'énoncé du théoréme h joue encore le rble d'une fonction
X

arbitrairement croissante. Par exemple h = Ax 222 |

Théorémes de Blum

a) version constructive

Soit h une fonction totale calculable arbitraire. Il existe une fonction
totale calculable f telle que f = ¢ -> Jj tel que :

1) ¢ est totale et V=x ¢;j(x) = 0i(X);
2) V=x h(Bj(x)) < Bi(x).

Le "il existe" est constructif. A partir de I' index i (quelconque) de f, on
peut exhiber I'index j.

¢j & ¢j sont presque identiques. Elles sont identiques a I'exception d'un
nombre fini d'entrées, elles peuvent différer sur un voisinage de 0.

b) version non constructive
Soit h une fonction totale calculable arbitraire. Il existe une fonction
totale calculable f telle que f = ¢; -> Jj tel que :
1) ¢j est totale et Vx ¢;j(x) = ¢i(x);
2) V=X h(Bj(x)) < Bi(¥).

A présent ¢; & ¢; sont strictement identiques, on peut cependant montrer
gue le "il existe" est, en général, non constructif. j existe, mais il n'est pas
possible de I'exhiber mécaniquement a partir de i. (Blum 1967, Blum 1969,
Schnorr 1973, Calude 1988 page 250)

En utilisant les W; a la place des ¢j, on peut demontrer des résultats
similaires pour les fonctions partielles calculables.

Définitions
1) un ensemble RE E est dit (constructivement) accélérable si, quelle que

soit la fonction h -arbitrairement croissante-, et quel que soit l'index i de E (c-
a-d W; = E), il existe (on peut construire a partir de i) un index j tel que :
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37 Bi(x) > h(Bj(x))-

2) Une fonction partielle calculable est (constructivement) accélérable si
son graphe est (constructivement) accélérable.

-Blum et Marquez (1973)

Blum et Marquez ont caractérisé la classe des ensembles RE qui sont
constructivement accélérables.

Il ressort de ces travaux, ainsi que de ceux de Van Emde Boas, (voir
Calude 1988) que

E créatif -> E est constructivement accélérable33

De facon plus ou moins similaire, on peut montrer que si T est une
théorie assez riche, I'adjonction d'une proposition indécidable permet non
seulement de décider une infinité de nouvelles propositions, mais aussi de
raccourcir les démonstrations (d'accélérer les procédures de preuves) d'une
infinité de formules prouvables dans T (voir Gédel 1936, Royer 1989).

Plus grossierement, cela signifie qu'il existe des taches pour lesquelles
une machine universelle arbitrairement lente, peut étre plus rapide qu'une
machine universelle arbitrairement rapide, la machine lente étant munie
d'un logiciel adéquat. Dans les voisinages de l'infini, un bon logiciel peut
ainsi pallier a la lenteur d'une quelconque machine universelle.

Cela montre encore qu'une machine universelle peut toujours
progresser dans l'efficacité, celle-ci dérivant d'une mesure de Blum.

Comme le théoreme du saut, le résultat de Blum est contre-intuitif. Le
sentiment d'impossibilité de la proposition est en grande partie dd au fait
gue ces résultats seraient contradictoires s'ils portaient sur les voisinages de
0.

Ces résultats ne peuvent pas étre directement utilisés en vue des
applications pratiques en informatique, celles-ci cherchant plutdt a accélérer
les machines dans les voisinages de 0. Mais ils confirment la vision de
Lafitte comme quoi les machines peuvent évoluer.

33 Blum & Marques : E subcréatif <-> E est constructivement accélérable (voir def de Salomaa 1985 de
subcréatif), + 1°) Pour-El 1970 : une théorie est effectivement extensible si et seulement si elle est
effectivement inséparable, et 2°) Royer 1989 : une théorie est effectivement inséparable ssi elle est
effectivement accélérable. Donc les théorie effectivement extensibles sont les théories effectivement
accélérables. La subcréativité peut étre considérée comme une notion de créativité plus générale applicable
aux écoles du dedans.
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2.2.10 La these de Church (suite) et le mécanisme

1°) Remarque sur l'identité Leibnitzienne et I'identité personnelle
On se rappelle de la ritournelle: si DX donne XX (premiére
diagonalisation), DD donne DD. On peut d'ailleurs écrire cela aisément en
LISP :

? (defun d (x)
(list x (list 'quote x))
)

D

2 (D 'D)
(D 'D)

Lorsqu'on écrit DD = DD, ou (D 'D) = (D 'D) en Lisp, I'égalité est ambigué.
DD = DD, comme DX = DX, comme n'importe quoi = a "lui-méme", c'est
I'identité Leibnitzienne.

D'autre part DD = DD, de la méme facon que (Fact 5) = 120. Cette identité
signifie que le terme (Fact 5) dénote 120.

De méme le terme DD dénote DD, la forme (D 'D) dénote la forme (D 'D).
Les phrases autoréférentielles en langue naturelle, comme "je suis fausse"
ne sont autoréférentielles" que relativement a un étre humain qui la
comprend, et qui comprend.

En ce qui concerne (D 'D), un interpréteur LISP suffit. L'autodénotation
qui repose sur une double diagonalisation nécessite un systéeme assez riche
gue pour pouvoir, comme Q ou PA, représenter la diagonalisation. C'est le
cas des machines universelles, ou subuniverselles. Schématiquement (MU
désigne une machine universelle) :

(D'D) —— == (p D)
m

De nombreuses difficultés concernant la notion identité personnelle (en
particulier concernant son adéquation avec le mécanisme) disparaissent en
définissant l'identité personnelle, non pas par une identité de style
Leibnitzien, mais par un procédé d'évocation ou de construction de soi-
méme relatif & un niveau (sub) universel.

La différence essentielle est que l'identité Leibnitzienne est ontiquement
nécessaire, vrai dans tous les mondes possibles, alors que l'identité
"constructive" est relative a I'environnement universel.
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Méme si on peut prouver gu'une machine est solution de I'éguation
ox() = x, il faut encore parier sur la stabilité de la machine universelle sous-
jacente. Avec MDI, dans le cas de l'autoduplication, il n'est pas encore clair
que l'on puisse naturellement s'identifier avec une telle solution, car il
faudrait pour ca parvenir a identifier le niveau universel qui supporte la
solution.

Ayant éventuellement choisi un niveau de duplication a partir de
considérations empiriques, un meécaniste pratiquant sait, parce qu'il peut
s'imaginer se rencontrer lui-méme, qu'il sera difficile de prouver -de
convaincre I'autre-, avoir survécu a une telle duplication (revoir 1.3).

L'existence d'un niveau, indépendamment de la problématique de son
choix, permet cependant de considérer une identification de base entre la
machine digitale (finiment descriptible, ayant une forme relative) et les
systemes formels.

2° L'identification de base entre machine et systeme formel
Le philosophe Lucas est connu pour avoir tenté de réfuter I'hypothése
mécaniste au moyen des incomplétudes Godéliennes. Il n'est pas le
premier ; j'y reviens en détail au prochain chapitre. L'argument de Lucas
repose sur une identification, que j'appelle l'identification de base, entre
machine et systéme formel :

Godel’s theorem must apply to cybernetical machines, because it is of the
essence of being a machine, that it should be a concrete instantiation of a formal
system (Lucas 1961).

De méme MEC-IND impose l'identification de base au niveau ou le
fonctionnalisme est correct (c-a-d au niveau ou les parties peuvent étre
fonctionnellement substituées. Dans ce cas, pour un étre humain qui accepte
les vérités classiques concernant les nombres naturels (et les entités codables
par les nombres naturels), et qui croit ainsi a I'adéquation d'une théorie
aussi faible que Q, les phénomeénes Gddeliens sont en principe garantis et
applicables.

A premiere vue, on ne voit pas ce que I'on pourrait tirer du couple
on("h7), tant la différence entre h et 'h* semble gigantesque. Un million
d'années ne suffirait pas a lecture de "h, par un humain h, et on imagine
mal h s'identifier a "h™.

D'autre part, dans l'expérience par la pensée de la reconstitution
postposée, celui qui contemple son cristal de Godel, contemple un codage de
lui-méme, au niveau (par définition) adéquat.

De méme la collectivité humaine, par ses neurophysiologues interposes
ou par ses généticiens, explorent a leur facon la représentation de I'homme
relativement a son environnement.
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Les résultats de l'informatique théorique peuvent contribuer a
I'éclaircissement des difficultés conceptuelles des relations relatives entre h
eth™.

Dans le cas de la duplication postposée, aprés le décodage du cristal, il
semble que h ait vu son code "h" interprété par un reconstructeur et executé
par, disons, les lois de la physique. Il observe alors ce qu'on pourrait appeler
un autre h, identique a lui-méme. Toutefois il lui est toujours impossible de
s'identifier a ce h, qu'il observe de I'extérieur. Il est plus opportun de décrire
ce qu'il observe par la trace de 'h", la trace étant relative a I'environnement
universel, et "h décrivant non plus le cristal de Goédel, mais son corps
physique. Le caractére non nécessaire de la préservation de l'identité
personnelle est capturée intuitivement par la confrontation entre h et la
trace de "h™. De I'extérieur, tout semble formel car on ne percoit de facon
directe que la forme des choses.

'h? peut donc représenter aussi bien des descriptions de bas niveau,
comme le codage sur le cristal de Godel, que représenter, a un niveau plus
élémentaire une représentation de soi plus fine. Dans aucun des cas ne peut-
on se convaincre du bien-fondé d'une identification. Mais, par MEC-IND, au
niveau de substitution adéquat, les références sont appropriées et
I'incomplétude Godélienne y est pertinentes34,

J'ai beaucoup insisté sur I'amibe et la duplication de soi :

duplication
e i =——XAZ
I‘1 U

(chimie-physique) (”theotechnologle”)

que l'on peut capturer par une solution de I'équation :
ox() =x  (ou {oi} est définie par MU35).

Et j'ai montré comment traiter des cas d'identités plus sophistiquées,
comme celles qui sont distribuées dans un tissu (cf les planaires). Cette
reproduction modélise aussi la duplication de soi de la section (1 3). Elle sont
auto-appropriées par construction.

L'étre humain se distingue de I'amibe en étant (au moins, méme sans
I'nypothese mécaniste) une machine (potentiellement) universelle. Celle-ci
lui permet de se représenter, ou de représenter une de ses traces :

34 Remarquons qu'avec subst-sauf-quote, on est de la méme fagon passé des nombres naturels (traité
par des programmes LISP, a des listes traitées par ce qui de I'extérieur sont des listes.

35 Qui ne doit pas nécessairement étre une numérotation acceptable, cf Rogers 1958.
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Ce qui est capturable, de fagon tres grossiére et non communicable (voir
2.3), par une récursion élémentaire, la trace opérant sur un niveau
(relativement adéquat) :

de(X) = du(e,X), ou de(x) = trace '((e))

L' hypothése de la représentation présentée et discutée par quelques
philosophes de I'esprit, comme Fodor 1987 ou Schiffer 1987, combinée au
meécanisme indexical, permet donc de concevoir un soi représenté sous la
forme d'une équation indexicale relative. Il permet d'étendre l'usage de la
récursion de la biologie abstraite (Myhill 1964) a la psychologie
abstraite36(Myhill 1952) et est conforme a I'hypothese forte de I'lA (STRONG
Al thesis) :

L'hypothése de représentation est plus forte cependant que MEC-IND,
mais avec MEC-DIG-IND, I'hypothese de représentation est d'office satisfaite
au niveau adéquat pour la substitution. On reste ouvert a I'idée que ce
niveau soit trés bas, et que pour survivre a une translation il faille, dans les
"pires" des cas, dupliquer tout l'univers (physique) ou méme une hiérachie
transfinie de super-univers (comme des branches d'une interprétation du
style d'Everett de la mécanique quantique) :

&

Le mécanisme digital est représentationnel sur le niveau fonctionnel
adéquat.

Dans ce cas une duplication du style des expériences par la pensée
décrites en (1 3) se laissent (grossierement) capturer par

36 post 1921 apercoit déja une lois naturelle dans sa formulation anticipative de la thése de Church.
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de(X) = (si X = dup, (dovetelle ((e W)) ((e M))), sinon ...)

par exemple :

(def 'K-dove-F '(lambda (x data)
(cond ((null data) nil)
((equal (car data) 'dup)
(dovetelle (list (list x (cons 'W (cdr data))) (list x (cons 'M (cdr data)))))
(t (x (cdr data))))))

(def 'k-dove (k dove-f))

Je vais, pour faciliter I'exposé de l'argumentation, souvent limiter la
taille de la machine universelle capable de véhiculer I'identité personnelle a
la taille du cerveau?’.

Je représenterai aussi l'activité d'une machine (K dove), c'est-a-dire une
machine qui se dovetelle elle-méme, avec des notations BD :

A)s(B
W = D

L'opérateur de Kleene permet de supprimer les références personnelles
dans le traitement de la duplication de soi. Il rester a analyser ce que le sujet
peut prouver ou inférer sur les extensions qu'il imagine sur base de
I'nypothése mécaniste. (voir 2.3). Notons que les solutions indexicales sont
automatiquement, relativement au choix du niveau, auto-appropriées. Si le
sujet est sain et Xi-complet, les conséquences Godéliennes doivent étre
prises en compte.

3° La thése de Church et le mécanisme

Brievement I'argument de Lucas 1961 est le suivant38. Etant donné une
machine, celle-ci étant équivalente a un systéme formel, je peux, en
diagonalisant a la facon de Godel générer et me convaincre (donc prouver
dans le sens intuitif) une proposition vraie, que la machine ne peut pas
prouver. Ce raisonnement marche quelle que soit la machine, donc
I'ensemble des vérités prouvables par chaque machine est différent de
I'ensemble des vérités que je sais prouver, donc je ne suis pas une machine.

37 Accessoirement, dans 3.1, je donne des arguments empiriques en faveur de cette hypothése. En 3.2 et
3.3, je donne des arguments qui suggérent que cette hypothése doit étre considérablement nuancée.

38 Ceci est reprisen 2.3.1
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L'argument de Lucas nécessite une préalable identification entre les
systemes formels et les machines auxquelles les diagonalisations de Godel
s'appliquent. Ceci montre aussi que la réfutation de Lucas repose sur la thése
de Church.

Dés lors, une facon de sauver le meécanisme contre l'argumentation
Godélienne de Lucas consiste a nier la thése de Church. C'est plus ou moins
le point de vue du mécanisme non digital de Searle 1980, 1984. Il identifie
mal les niveaux et, a moins d'admettre des machines qui utilisent des
infinis actuels ou plus généralement qui violent les principes de Gandy (voir
1.1), un mécanisme non digital a-la-Searle est a priori immune contre les
réfutations basées sur l'usage du théoréme de Godel. Webb lui-méme
commencera aussi a développer cette idée (Webb 1968). L'analyse de Gandy
et Sepherdson rend cette attitude trés peu plausible3®. Mais Webb 1980
réalisera apres une réflexion approfondie sur la these de Church que celle-ci
est plutdét un ange gardien du mécanisme digital. Cet aspect sera creusé dans
la prochaine section.

L'idée principale est que pour rendre son argumentation vraiment
convaincante, Lucas n'a pas d'autres choix que d'user du caractére effectif de
sa réfutation, c'est-a-dire du caractére constructif de la démonstration du
théoreme de Godel. Cette possibilité résulte de la meécanisabilité de
I'argument de la diagonale. Avec la these de Church, cette effectivité est
capturable par une machine de Turing (ou un programme LISP, etc.).

Avec cette effectivité, a partir d'une présentation (intensionnellement)
convenable d'une théorie (ou d'une machine saine et consistante) énoncant
des théoremes, l'argument de Lucas est automatisable (voir section
suivante), et méme itérable dans le transfini constructif. Je montrerai qu'il
est itérable au-dela du constructif dans un sens qui sera précise.

Jiappelle RL, pour Réfutation de Lucas, le programme qui génére, sur un
argument x représentant une description d'une théorie T, la proposition
indécidable, mais vraie, pour T. On est naturellement amener, comme
Myhill 1964 et Case 1974, a profiter de 2-REC, pour écrire une machine
"évoluant”, démontrant une collection de plus en plus large de propositions
vraies, en s'appliquant a elle-méme la réfutation de Lucas.

39 De méme gu'elle rend suspecte I'invocation d'un parallélisme physique pour expliquer la conscience
(Johnson Laird 1987). Que le parallélisme joue un réle important en ce qui concerne la manifestation de la
conscience pour une machine plongée dans un monde ot de nombreux événements se passe en paralléle est
plausible et compatible avec MDI. Mais MDI impose d'accepter I'émulation séquentielle de ce parallélisme
comme suffisante pour que la conscience non seulement se manifeste, mais soit présente, pour autant que les
entrées soient ralenties ou absentes, comme dans le réve. C'est principalement ces considérations qui
imposent la généralisation de Sepherdson des principes de Gandy (voir 1.1).
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2.2.11 Machine de Myhill, machines variables et machines
splittantes

La démonstration de I'incomplétude de M étant constructive, on peut
augmenter M avec la capacité algorithmique de produire cet énoncé
particulier. (avec RL). On obtient ainsi une nouvelle machine M, avec des
capacités plus puissantes de prouvabilité. (comme avec Lucas ...) cette
construction peut étre itérée dans le transfini récursif (voir Turing 1939,
Feferman 1962, 1988).

Avec l'extension de Case du théoréme de Kleene il est possible de
construire une suite croissante (par rapport a la capacité de prouvabilité)
autoréférentielle de machines.

Supposons que x est le code de la machine M avec une partie
explicitement reconnaissable comme étant la partie "prouveuse de
théoreme", alors M appartient au domaine des deux fonctions suivantes :

1) AXT(X), ou T géneére I'ensemble des théoremes du systeme de preuve de
X,

2) AXRL(X), ou RL transforme x en une machine équivalente, excepté qu'il
ajoute un énonceé (son code) vrai concernant x, mais non prouvable par x a
I'ensemble des axiomes du systeme de preuves de X.

Nous voulons construire une suite de machines :
Mo, M1, M2, M3...,

telle que chague mj, sur un argument particulier fixé "PROUVE", donne
T(mj), et sur un autre "NEXT", donne mj+1, ou mj+1 est donné par RL(mj).
mo(PROUVE) geneéere les théoremes d'une formalisation particuliere en

logique du premier ordre de l'arithmétique de Peano. Comme dans la
planaire (infinie) le role de mj est tenu par ¢4(i):

% (i)(z) = si i=0 & z = PROUVE alors sortir T(PA),
e

sinon
si z=NEXT alors sortir ¢o(i+1), else

si z= PROUVE alors sortir T(RL(,(i-1))).

e va de nouveau étre obtenu en appliquant k sur une s-variante de la
matrice de récursion:

t(x,i,z) = si i=0 & z = PROUVE alors sortir T(PA), else
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si z=NEXT alors sortir ¢, (i+1), else
si z=PROUVE alors sortir T(RL(¢,(i-1))). (3)

Z représentant une liste quelconque, nous pouvons faire de chague mj
une machine universelle :

si z=(UNIV x y) alors sortir ¢, (y).

Machine splittante : une machine peut produire une preuve non
constructive concernant deux extensions d'elle-méme. Par exemple une

extension avec I'nypothése que 2”2 est rationnel, ou une extension avec

I'hypothése que ~2("2"2) gst rationnel. Dans ce cas elle peut doveteller sur
les deux hypotheses. En 2.3.5 on rencontrera des situations de ce genre, et je
donnerai plus de renseignements.

2.2.12 Au sujet de quelques tentatives pour réfuter la these de
Church, et I'apparition de propositions absolument indécidables

Réfuter la these de Church réfuterait, non pas le mécanisme flou de
Searle, mais le mécanisme digitale.

Pour réfuter la thése de Church, il suffit de trouver une fonction
calculable, qui ne soit pas Turing, ou lambda, ou FORTRAN, ... calculable. En
1959, Kalmar49 présente une fonction f, et argumente que : soit f est
intuitivement calculable, et TC est réfutée, soit il existe une proposition
arithmétique qui est absolument indécidable.

Il justifie que cette proposition absolument indécidable est vraie. Il en
conclut que TC entraine l'existence d'une proposition absolument
(intuitivement) vraie et absolument (intuitivement) indécidable, a very
strange consequence indeed (Kalmar 1959).

Je rappelle que :
K={x1xe Wy} ={x]ox(x){} = {x |3y T(xx,y)}

ou T est le prédicat de Kleene. On sait que x ¢ Wy n'est pas RE, KC,le
complémentaire de K, n'est donc pas RE, et Yy 1 T(x,x,y) n'est pas RE.

Ainsi Jy T(x,x,y) est RE mais non récursif (cf le théoréme de Post; un
ensemble est récursif si et seulement si il est RE et son complémentaire est
RE, voir 2.1).

En particulier la fonction totale :

40 voir aussi Kreisel 1970.
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f(x) = uy T(x,x,y) si y existe
0 si y n'existe pas.

ne peut pas étre calculée par une machine de Turing. Elle permettrait de
décider x € Wy. (On voit que puyT(X,x,y) est un exemple de fonction partielle
calculable non extensible en une fonction totale calculable).

Avec la these de Church f ne peut pas étre intuitivement calculable.
Pourtant, prétend Kalmar, voici un moyen, intuitif, de la calculer. Pour
calculer la valeur de f en n, il suffit de doveteller sur

T(n,n,1), T(n,n,2), T(n,n,3), ....

et, en méme temps, de chercher une preuve, pas nécessairement
formelle (pourvu qu'elle soit correcte, convaincante et communicable) de

13dyT(n,n,y).

S'il existe un n tel que T(n,n)y), alors tot ou tard le dovetellage des
T(n,n,i) produira ce n. Si un tel n n'existe pas, alors tét ou tard on trouvera
une preuve intuitive de ce fait, et f(n) = 0. TC est ainsi réfutée.

A moins, concede Kalmar4l, qu'il n'existe pas de preuve intuitive de
13dyT(n,ny). Cela montre que TC entraine l'existence d'une proposition
absolument indécidable. De plus, si une telle preuve intuitive n'existe pas, et
gue le dovetellage ne converge pas, 713yT(n,n,y) est vraie, en plus d'étre
intuitivement (absolument) indécidable.

Cette conséquence est-elle aussi étrange que le prétend Kalmar ? Pour le
meécaniste indexical, qui monte dans le translateur, une telle proposition a
un air connu. Si MEC-IND est vrai, il n'est certainement pas intuitivement
prouvable, puisque le dupliqué n'a aucun moyen intuitif de convaincre
I'original de "sa" survie. Cela suggere, en particulier que le niveau n du
mécanisme ou le fonctionnalisme est correcte, puisse exister sans qu'il soit
possible de trouver une preuve de l'adéquation du niveau. Cette suggestion
va étre approfondie dans la section suivante.

Si la conclusion, telle que Kalmar I'énonce, semble étrange, c'est qu'il a
montré, avec P(n) pour 713y T(n,n)y):

TC => nous savons qu'il existe un n tel que P(n) est vraie et P(n) est
absolument indécidable,

41 Kalmar semble tenir pour évident que I'ensemble des preuves intuitives est RE. C'est la thése de Post-
Turing PT. Voir footnote suivante.
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et qu'il s'exprime comme s'il avait montre :

TC => il existe un n tel que nous savons que P(n) est vraie et nous
savons que P(n) est indécidable,

ce qui serait contradictoire. Avec [ pour savoir, cela revient donc a
confondre

E dn P(n) avec In & P(n)

P(n) peut étre vraie et absolument indécidable a partir du moment ou n
est absolument inconnu. Ce que Kalmar a, de fait, rigoureusement montré,
c'est que TC entraine l'existence de nombres ayant des propriétés bien
définies mais absolument indémontrables42.

2.2.13 constructif/non constructif

Une proposition existentielle du genre IxP(x), ou on a E3nP(n) et
2 dn @ P(n), est dite non constructive. Si de plus @ 23dn & P(n), elle est dite
effectivement non constructive. C'est le cas pour la proposition de Kalmar
(avec TC).

Nous avons rencontré d'autres phénomeénes de non-constructivité. Le
premier, dont nous sommes partis est: il n'existe pas de procédures pour
distinguer l'indice d'une fonction totale calculable de I'indice d'une fonction
partielle calculable. Puis nous avons observé le probleme de I'arrét, le castor
occupé, etc... Dans chacun de ces cas, il est possible de justifier I'existence de
proposition absolument indécidable par le procédé d'énumération des
preuves intuitives de Kalmar. Ce n'est pas toujours le cas.

Par exemple, nous ne pouvons pas élargir constructivement une classe
de complexité arbitraire

B3j(Cj = Cj) n'entraine pas JjE(C; = Cj)
il peut donc exister un j tel que
Bdj(Cj = Cj) & -3jE(Ci = Cj)

mais pas nécessairement. On pourrait reconstruire Il'argument de
Kalmar et mettre en évidence une proposition absolument indécidable si on

42 A strictement parler Kalmar a montré TC => il existe des propositions absolument indécidables ou
I'ensemble des preuves intuitives n'est pas RE. On a donc PT => I'existence des propositions absolument
indécidables (voir 2.3).
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parvenait a justifier I'existence intuitive d'une procédure d'élargissement
des classes de complexite.

C'est la méme chose pour les phénoménes d'accélération de Blum. Ces
phénomenes sont typiques de ce que rencontrent les Pythagoriciens de
I'école du dehors. On peut montrer de facon assez précise que ces
phénomeénes n'apparaissent pas pour les écoles du dedans. Par exemple,
Hartmanis montre que si on définit les classes de complexité par un
équivalent constructif du genre :

CCi = {f|3) B(f = 0] & VX B Bj(X) =< ¢i(X))}

alors les sauts de Borodin disparaissent43. Ills n'existent que pour les
classes de complexité C;j qui sont différentes des CC;.

Ces phénomeénes, sous leurs formes absolues ou relatives, vont encore
souvent apparaitre dans ce qui va suivre*4,

2.2.14 La consistance de la thése de Church intuitioniste

Kleene est aussi l'auteur d'une interprétation computationnelle de la
version intuitioniste du constructivisme, telle que Heyting (voir 1.2) l'a
formalisée (Kleene 1945, voir Kleene 1952). p, et p, sont des projection :

pl(x’y) =X, p2(xvy) = y

Xrp <=> p, (patomique)
XT p&q <=> P(X) rpetpy(x)rp,
XT pvq <=>  py(X)=0 -> (po(X) r p) & (p1(X) # 0->p,(x) r Q)),

X p->q <=>  Wylyrp -> (oxy{ &oxy) r ),
XrayAly) <=>  py(X) r A(pq(x)),
X r VyA(y) VY (Ox()U & dx(y) r Ay)),

N
Il

ou r est lu "réalise", x désigne un nombre naturel, codant éventuellemnt
une paire de nombres naturels <p,(x), p,(x)>, ou une description d'une

lambda-expression (machine de Turing, etc.).

43 un phénoméne similaire apparait avec certaines situations paradoxales en théorie des modeles.
McCarty & Tennant montrent la facon dont le paradoxe de Skolem s'‘évanouit en mathématique constructive,
j'y reviens dans 2.3.6.

44 Finsler 1926 est connu pour avoir montrer informellement, et par diagonalisation I'existence de
propositions indécidables. L'interprétation présentée ici du travail de Kalmar peut étre vue comme une
réhabilitation de Finsler. Mais Finsler n'est pas réellement réhabilitable car il fit a Gddel un procés de
priorité, négligeant le fait que la preuve de Gédel s'applique exclusivement aux systemes formels. Il prit donc
le travail de Godel comme une version seulement plus rigoureuse de son travail. Notre interprétation de
Kalmar montre seulement que la thése de Church permet une démonstration rigoureuse du travail de Finsler
et I'existence d'une proposition absolument indémontrable. Le fait que Gédel, comme Finsler lui-méme,
négligea l'originalité de la preuve informelle de Finsler portant sur le(s) systeme(s) non formel(s) peut étre
attribué a la méfiance de Godel vis-a-vis du mécanisme, comme je I'expose en 2.3.

DEUX - 60 -



On voit que le "ou" est une sorte de if-then-else. De méme un nombre x
réalise une implication p->q si et seulement si il existe une machine définie
sur l'ensemble des réalisateurs de p a valeurs dans l'ensemble des
réalisateurs de g. Un tel réalisateur transforme, en quelque sorte, une preuve
de p en une preuve de g. Lorsqu'un nombre x réalise une proposition
existentielle JyA(y), ce nombre x code a la fois pour une valeur precise p4(x)
= n vérifiant A(n), et pour un réalisateur p,(x) de A(n)

Une proposition est dite réalisable s'il existe un nombre qui la réalise. 1l
n'est pas trop difficile, bien que long, de se convaincre que les tautologies
propositionnelles intuitionistes sont réalisables (voir Kleene 1952).

Par exemple,

'(lambda (x) x) realise p->p
‘(lambda (x) (car x)) reéalise p&q->p
'(lambda (x) (car (cdr x))) réalise p&qg->q, etc.

en se souvenant que je travaille avec des listes de Godel plutdt que des
nombres de Gddel.

La formule 7 p est une abréviation de p->L Un nombre qui réalise L est
appelé une absurdité. On suppose qu'aucun nombre ne réalise 1, c-a-d qu'il
n'y a pas d'absurdité. Il est facile de construire un réalisateur de
p->((p->q)->q) : il faut construire une fonction partielle calculable envoyant
un réalisateur de p sur un réalisateur de (p->q) -> g. Ce dernier est lui-méme
un nombre envoyant un réalisateur de p->qg sur un réalisateur de q, c'est un
applicateur, si bien qu'on trouve

(lambda (y) (list 'lambda (list (list x)) (list x y))),

Cette expression, appliquée a un realisateur i, de p, produit I'expression
'(lambda (x) (x i,)) qui, appliquée a un réalisateur i, ., de p->q, fournit un
réalisateur de g.

En particulier, avec g = 1, on obtient un réalisateur de (p->((p->1)->1)),
c'est-a-dire de (p-> 1 p). Par contre on ne trouvera pas de réalisateurs de
(7 p->p). Un tel réalisateur transformerait un réalisateur de 7" p en un
réalisateur de p. Mais un réalisateur de 7 p transforme lui-méme un
réalisateur de -p en un réalisateur de L. Comme il n'y a pas de réalisateur de
1, il n'y a pas de réalisateur de 7 p. Nous pouvons seulement conclure qu'il
n'y a pas de realisateurs transformant un réalisateur de p en un réalisateur
de L. Nous savons que 1p ne sera jamais réalisé, mais cela ne nous donne
pas un réalisateur de p pour autant.

On peut construire un réalisateur du schéma d'induction en utilisant
I'opérateur de Kleene.
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La formule p(x) de Kalmar avec p(x) = 3dyT(x,x,y) illustre, comme
p -> 7 7p, une formule classiguement correcte, mais non constructive. En
effet, informellement,la réalisabilité de p(x)v1p(x) entrainerait la récursivité
de JyT(x,x,y).et ainsi, par exemple, la solubilité du probleme de I'arrét.

Plus curieux, la formule 1 Vx(p(X)vap(x), qui est fausse classiquement,
est réalisable. La raison est qu'un réalisateur de Vx(p(x)vap(x) peut étre
transformeé (récursivement) en un algorithme arrét capable de décider le
probleme de l'arrét, et qu'a partir de cet algorithme de Il'arrét, on peut
expliciter une machine bien définie sur laquelle cet algorithme est incorrect,
c'est-a-dire on peut mettre en évidence, de facon effective une absurdité
(avec par exemple (k arrét-moi-F) avec :

(def 'arrét-moi-F '(lambda (x) (cond ((arrét x) (infini))

(t'stop)) ))

Les propositions essentiellement non constructives seront d'une fagon
générale souvent représentables par des formules fausses classiguement,
mais réalisables. Ce phénomene traduit ultimement la mécanisabilité des
arguments diagonaux, et donc la faiblesse des arguments Gédeliens contre le
mécanisme.

Last but not the least : la théese de Church intuitioniste TCI est réalisable.

Vx3y P(x,y) -> 3zVX (d,(X)y & P(X,d,(X)) TCI

En effet, un réalisateur r;, du membre de gauche de TCI vérifie, en
appliquant la définition de la réalisabilité de Kleene:

WX(@; 001 & Po(0r_ () T P(x, P10y ()

de méme un réalisateur rp, du membre de droite doit vérifier (en se
rappelant que ¢,(x) | vers U(j) si et seulement si 3jT(z,X,])).

VX ( ¢p2(rb) (X)U
& P(Po(0p,r) 0N T T(OL(TL), X, P1(0, (1,0
& P2(P2(0p, (1) () T P(x, U@, 0 )0 )

Il faut trouver un moyen de transformer un realisateur ry en un
realisateur rp,

On peut se convaincre (avec une feuille et un crayon) qu'un réalisateur
I, est produit par

DEUX - 62 -



<lambda(x) p 1(q)ra(x)),
lambda (x) <ujT(lambda(x) plq)ra(x), X, ),

<0, py(py(0r ())>>>

Cela permet de prouver la consistance de TCI dans les systemes formels
intuitionistes. En fait je démontrerai la consistance de la these de Post-
Turing d'une tout autre facon. Si j'insiste sur la réalisabilité de Kleene, c'est
plus pour la connexion qu'elle établit entre la théorie de la calculabilité et
I'intuitionisme. Comme l'intuitionisme a déja été relié a I'épistémisme
(notamment par Godel avec S4), cela relie I'épistémisme et la calculabilité.

Je mentionne encore les travaux de Kreisel et Kripke qui, en partant de la
notion de sujet creéateur introduite par Brouwer dans les fondements de
I'analyse ont montré la consistance de la négation de la these de Church.

2.2.15 Conclusion

Bien qu'a priori la these de Church, aussi bien dans sa version
intuitioniste et formalisable que classique et non formalisable puisse étre
considérée comme réductionniste, les résultats de limitations de Gddel et de
Kalmar temperent substantiellement cette vision des choses. Avec
I'identification de base cette tempérence est reportée sur I'hypothése
mecaniste.

La thése de Church, que Post considérait comme une loi naturelle, fait
des résultats d'incomplétudes, de véritables résultats rigoureux de la biologie
et de la psychologie théorique. Myhill 1952 rappelle la portée psychologique
de la convergence des travaux de Gddel, Church et Turing :

Not the least surprising aspect of their confirmation is the fact that three
mathematicians working independently on the clarification of the concept of
recognizability emerged with three seemingly totally unrelated analyses; the
fact that these three were later discovered to be coextensive is, in itself,
considering the diversity of their approaches, confirmation of an order rarely if
ever encountered in psychology (Myhill 1952).

Il aurait pu inclure Babbage pour son systeme de notation fonctionnelle,
Post pour ses systemes de production, Von Neuman pour l'ordinateur,
Curry pour les combinateurs, Conway pour le jeu de la vie ou pour Fractran,
Moore pour les systemes physiques a n corps etc.

En fait le mot machine n'a plus le méme sens depuis Godel 1931 (et
Church 1936, Turing 1936, Post 1921, 1944, etc.). Avant, on pensait qu'il était
possible de construire une machine capable de prouver toutes les vérités
concernant aussi bien les nombres naturels que les machines. A présent

DEUX - 63 -



nous savons que l'ensemble de ces Vérités n'est pas axiomatisable, n'est pas
formalisable, n'est pas récursivement énumeérable.

Remarquons que le théoréme de Gddel donne aussi l'opportunité de
nous comparer aux machines, sans user de I'identification de base. Il suffit
de prendre une théorie Xi-complete, et de comparer Il'ensemble des
théorémes que je peux prouver intuitivement avec l'ensemble des
théorémes prouvable par une machine. La these de Post-Turing affirme
I'égalité de ces deux ensembles. Cela permet une forme de test de Turing
(Turing 1950) limité a un défi arithmétique. C'est ce défi que Lucas prétend
étre a méme de toujours gagner contre la machine. Cela réfuterait MEC-DIG-
BEH, et donc MEC-DIG-FORT, et donc MEC-DIG-IND.

Cependant la combinaison de I'incomplétude et de la thése de Church
rend I'hypothése mécaniste non triviale. Comme ces remarques sont
importantes au sujet de MDI, la section suivante commence par approfondir
la relation entre les incomplétudes de Gddel 1931 et le mécanisme.
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